
UN PEU DE GÉOMÉTRIE TROPICALESOLUTIONS DES EXERCICESERWAN BRUGALLÉ1. Algèbre tropi
ale(1) En quoi le fait que l'addition tropi
ale soit idempotente empê
he-t-il l'existen
e de symétriquespour 
ette addition ?Soit x dans T tel qu'il existe y dans T véri�ant �x + y� = −∞. Puisque �x + x� = x, ona �x + x + y� = �x + y�. Or �x + y� = −∞, don
 �x� = −∞. Nous avons don
 montré quedans tout semi-
orps idempotent, seul l'élément neutre de l'addition admet un symétrique.(2) Tra
er les graphes des polyn�mes tropi
aux P (x) = �x3 + 2x2 + 3x + (−1)� et Q(x) =�x3 + (−2)x2 + 2x + (−1)�, et déterminer leurs ra
ines tropi
ales.Les graphes des polyn�mes P (x) et Q(x) sont représentés à la �gure 1. Les ra
ines tropi
alesde P (x) sont −4, 1 et 2, et les ra
ines tropi
ales de Q(x) sont −3 et 1, 
ette dernière étantde multipli
ité 2. On a don
 les fa
torisations suivantes :
P (x) = �(x + (−4))(x + 1)(x + 2)� Q(x) = �(x + (−3))(x + 1)2�
(− 8, − 8)
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1−3a) P (x) = �x3 + 2x2 + 3x + (−1)� b) Q(x) = �x3 + (−2)x2 + 2x + (−1)�Fig. 1(3) Soit a dans R et b et c dans T. Déterminer les ra
ines des polyn�mes tropi
aux �ax + b� et�ax2 + bx + c�.La ra
ine tropi
ale de �ax + b� est donnée par l'équation
a + x = bDate: 19 mai 2009. 1



2 ERWAN BRUGALLÉqui a pour solution x1 = � b

a
� = b − a.Pour résoudre l'équation du se
ond degré, fa
torisons d'abord par le terme de degré 2 :�ax2 + bx + c� = �a(x2 +
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�, nous voyons alors fa
ilement que le mon�me � b
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) � = �a(x +
b

a
)(x +

c

b
)�Nous avons don
 résolu l'équation tropi
ale de degré 2 :� Si �b2� ≤ �ac�, alors l'équation �ax2 + bx + c� a une unique ra
ine tropi
ale x1, de poids2, donnée par

x1 = �√ c

a
� =

c − a

2� Si �b2� > �ac�, alors l'équation �ax2 + bx+ c� a deux ra
ines tropi
ales x1 et x2 de poids1 données par
x1 = � b

a
� = b − a et x2 = � c

b
� = c − b2. Courbes tropi
ales(1) Dessiner les 
ourbes tropi
ales dé�nies par les polyn�mes tropi
aux P (x, y) = �5 + 5x + 5y +

4xy + 1y2 + x2� et Q(x, y) = �7 + 4x + y + 4xy + 3y2 + (−3)x2�, ainsi que leur subdivisionduale.Les deux 
ourbes et leur subdivision duale sont représentées à la �gure 2.
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a) �5 + 5x + 5y + 4xy + 1y2 + x2� b) �7 + 4x + y + 4xy + 3y2 + (−3)x2�Fig. 2



UN PEU DE GÉOMÉTRIE TROPICALE SOLUTIONS DES EXERCICES 3(2) Un triangle tropi
al est un domaine borné de R
2 délimité par trois droites tropi
ales. Quellessont les formes possibles d'un triangle tropi
al ?Il y a 18 types de triangles tropi
aux, représentés sur la �gure 3. Attention, malgré lesapparen
es, 
ha
un de 
es triangles a exa
tement 3 
�tés et 3 sommets !

Fig. 3. Triangles tropi
aux(3) Montrer qu'une 
ourbe tropi
ale de degré d a au plus d2 sommets.Un triangle dont les trois sommets sont dans Z
2 est d'aire au moins 1

2 . Comme le triangle
∆d est d'aire d2

2 , la subdivision duale à une 
ourbe tropi
ale de degré d ne peut pas 
ontenirplus de d2 triangles.(4) Trouver une équation pour 
ha
une des 
ourbes tropi
ale de la �gure 4.
2a) b) 
)Fig. 4Nous allons 
her
her de pro
he en pro
he les 
oe�
ients des polyn�mes tropi
aux désirés.Pour 
ela, Nous allons utiliser le fait que si v est un sommet d'une 
ourbe tropi
ale dé�niepar un polyn�me tropi
al P (x, y), alors la valeur de P (x, y) au voisinage de v est donnéeuniquement par les mon�mes 
orrespondant au polygone dual à v.Cher
hons une équation tropi
ale P (x, y) de la 
ourbe C représentée à la �gure 4a. Nouspouvons 
hoisir que le sommet v1 le plus haut de C soit de 
oordonnées (0, 0). Par dualité, on



4 ERWAN BRUGALLÉa P (x, y) = �y2(ax + by + c)� dans un voisinage de v1, et 
e dernier est donné par l'équation
a + x = b + y = c. Don
 a = b = c et nous pouvons 
hoisir P (x, y) = �y2(x + y + 0)� dans unvoisinage de v1.Soit v2 le sommet de C le plus haut après v1. Comme l'arête reliant v1 et v2 est verti
ale,nous pouvons 
hoisir les 
oordonnées de v2 égales à (0,−1). Dans un voisinage de v2, on a
P (x, y) = �y(y + xy + ax2)� et v2 est donné par l'équation y = x + y = a + 2x. On a don

a = −1, et P (x, y) = �y(y + xy + (−1)x2)� dans un voisinage de v2.Soit v3 le sommet de C le plus haut après v1 et v2. Comme l'arête reliant v2 et v3 est depente 2, nous pouvons 
hoisir les 
oordonnées de v3 égales à (−1,−3). Dans un voisinage de
v3, on a P (x, y) = �y(y + (−1)x2 + ax)� et v3 est donné par l'équation y = 2x − 1 = a + x.On a don
 a = −2, et P (x, y) = �y(y + (−1)x2 + (−2)x)� dans un voisinage de v3.Nous trouvons ainsi de pro
he en pro
he tous les 
oe�
ients de P (x, y). Par exemple, uneéquation possible de la 
ourbe représentée à la �gure 4a est�y3 + y2 + y2x + (−1)yx2 + (−2)yx + (−4)y + (−5)x2 + (−5)x3 + (−8)x + (−12)�De même, les 
ourbes tropi
ales représentées sur les �gures 4b et 
 sont respe
tivementdonnées par les polyn�mes�y3 + y2 + y2x + (−1)yx2 + (−2)yx + (−4)y + (−4)x2 + (−5)x3 + (−8)x + (−12)�et �y3 + y2 + y2x + (−1)yx2 + (−4)y + (−5)x2 + (−5)x3 + (−8)x + (−12)�3. Interse
tion tropi
ale(1) Déterminer les points d'interse
tion stables des deux 
ourbes tropi
ales de l'exer
i
e 1 de lapartie 2, ainsi que leur multipli
ité.D'après l'exer
i
e 1 de la partie 2, les points d'interse
tion stables des deux 
ourbes sont lespoints (1, 2), (2, 1) et (5, 0) (voir �gure 5a). Pour 
al
uler leur multipli
ité, translatons un peula 
ourbe bleue vers la droite. On obtient alors la �gure 5b, et la subdivision duale à l'unionde 
es deux 
ourbes est représentée à la �gure 5
. Le point (1, 2) est don
 de multipli
ité 2,et les points (2, 1) et (5, 0) de multipli
ité 1. On retrouve bien que deux 
oniques se 
oupenten 4 points.

2 2

a) b) 
)Fig. 5



UN PEU DE GÉOMÉTRIE TROPICALE SOLUTIONS DES EXERCICES 5(2) Un point double d'une 
ourbe tropi
ale est l'interse
tion de deux arêtes de 
elle-
i. Montrerqu'une 
onique tropi
ale ave
 un point double est l'union de deux droites tropi
ales.Soit C une 
onique tropi
ale ave
 un point double p. Notons e1 et e2 les arêtes de C tellesque e1 ∩ e2 = {p}. Soit q un sommet de C, et soit D une droite tropi
ale passant par p et q(une telle droite existe toujours). Notons e l'arête de D passant par p.Comme p est le point d'interse
tion de deux bran
hes distin
tes de C, 
elui-
i est né
es-sairement un point d'interse
tion stable de C et D. De plus, 
omme D passe par q qui estun sommet de C, q est aussi un point d'interse
tion stable de C et D. D'après le théorèmede Bézout, les multipli
ités de p et q 
omme points d'interse
tion stables de C et D sontné
essairement toutes les deux égales à 1 et C et D n'ont pas d'autre point d'interse
tionstable. En parti
ulier, e 
oïn
ide ave
 e1 ou e2 (supposons e1) sur un voisinage de p, et Dne passe par au
un sommet de C autre que p et q. On en déduit que l'arête e1 est alorsfor
ement adja
ente à q. On peut alors 
hoisir D de telle manière que q soit aussi le sommetde D, 
'est à dire que D est 
ontenue dans C. Ce qui peut en
ore se réé
rire C = D ∪ D′,ave
 D′ une 
ourbe tropi
ale de degré 2 − 1 = 1. La 
onique tropi
ale C est don
 l'union dedeux droites tropi
ales.(3) Montrer qu'une 
ourbe tropi
ale de degré 3 ave
 deux points doubles est l'union d'une droite etd'une 
onique tropi
ale. Montrer qu'une 
ourbe tropi
ale de degré 3 ave
 trois points doublesest l'union de trois droites tropi
ales.Soit C une 
ourbe tropi
ale de degré 3 ave
 deux points doubles p et q. Ave
 un raison-nement similaire à 
elui de l'exer
i
e pré
édent, on montre qu'il existe un droite tropi
ale Dpassant par p et q et 
ontenue dans C. C'est à dire C = D∪C ′ ave
 C ′ une 
onique tropi
ale.Si C a trois points doubles, le théorème de Bézout nous assure que seulement deux de
es points doubles sont des points d'interse
tion stables de D et C ′. La 
onique tropi
ale
C ′ a don
 un point double, et d'après l'exer
i
e pré
édent, C ′ = D′ ∪ D′′. En 
on
lusion
C = D ∪ D′ ∪ D′′. 5. Pat
hwork(1) Construire une 
ourbe tropi
ale réelle de degré 2 réalisant le même arrangement qu'une hy-perbole dans R

2. Même question ave
 une parabole. Peut-on 
onstruire une 
ourbe tropi
aleréelle réalisant le même arrangement qu'une ellipse ?
Fig. 6. Pat
hwork d'une hyperboleUn pat
hwork d'hyperbole est représenté à la �gure 6, et un pat
hwork de parabole estreprésenté à la �gure 7. Par 
onstru
tion, une 
ourbe tropi
ale réelle a toujours des arêtes



6 ERWAN BRUGALLÉnon bornées. En parti
ulier, il n'est pas possible de 
onstruire un ellipse ave
 la version dupat
hwork présentée dans 
et arti
le. Heureusement, il en existe une version plus générale ave
laquelle on peut aisément 
onstruire des 
ourbes tropi
ales réelles bornées. Nous renvoyonsle le
teur aux référen
es 
itées dans le texte prin
ipal.
Fig. 7. Pat
hwork d'une parabole(2) À l'aide du pat
hwork, montrer qu'il existe une 
ourbe algébrique réelle de degré 4 réalisantl'arrangement de la �gure 8a.Remarquons que la 
ourbe tropi
ale et la 
ourbe tropi
ale réelle de degré 3 de la �gure14 du texte prin
ipal s'obtiennent en 
omplétant la 
ourbe tropi
ale et la 
ourbe tropi
aleréelle de degré 2 de la �gure 6. De même, nous pouvons 
ompléter le pat
hwork représentéà la �gure 14 du texte prin
ipal pour obtenir une 
ourbe tropi
ale réelle de degré 4 réalisantl'arrangement désiré. Ce pat
hwork est représenté à la �gure 8.

a) b) 
) d)Fig. 8. Pat
hwork d'une 
ourbe de degré 4 ave
 7 
omposantes 
onnexes(3) Montrer que pour tout degré d, il existe une 
ourbe algébrique réelle plane ave
 d(d−1)+2
2
omposantes 
onnexes.Pour d ≤ 4, nous avons déjà 
onstruit une 
ourbe tropi
ale Cd de degré d à partir delaquelle nous avons 
onstruit une 
ourbe tropi
ale réelle RCd ave
 d(d−1)+2

2 
omposantes
onnexes (voir les �gures 6 et 9, ainsi que les �gures 13 et 14 du texte prin
ipal). De plus, à
haque fois les 
ourbes Cd et RCd se 
onstruisent à partir des 
ourbes Cd−1 et RCd−1. Nousallons 
ontinuer 
ette ré
urren
e.Soit C1 une droite tropi
ale, et RC1 la droite tropi
ale réelle de la �gure 13
 du texteprin
ipal.
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C d−1

C C

CC

d−1d−1

d−1 d−1

a) b)


) d)Fig. 9. Pat
hwork d'une 
ourbe de degré d ave
 d(d−1)+2
2 
omposantes 
onnexesSupposons que nous avons 
onstruit les 
ourbes Cd−1 et RCd−1. On 
onstruit alors la
ourbe Cd 
omme indiqué à la �gure 9a, puis la 
ourbe RCd 
omme indiqué à la �gure 9
 si

d est impair, et 
omme indiqué à la �gure 9d si d est pair. On voit alors que RCd a d − 1
omposantes 
onnexes de plus que RCd−1. Don
 si 
ette dernière a (d−1)(d−2)+2
2 
omposantes
onnexes, la 
ourbe tropi
ale réelle RCd a d(d−1)+2

2 
omposantes 
onnexes.Cette famille de 
ourbes a été 
onstruite pour la première fois par Axel Harna
k dans ladeuxième moitié du XIXème siè
le. Il a ainsi montré l'existen
e de 
ourbes algébriques réellesplanes ave
 le nombre maximal de 
omposantes 
onnexes en tout degré. Bien sûr, Harna
kemployait des méthodes di�érentes des n�tres i
i, 
ar il n'était pas question de pat
hwork àl'époque.
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