UM POUCO DE GEOMETRIA TROPICAL

ERWAN BRUGALLE

Que estranhas figuras com propriedades misteriosas escondem-se por tras desse enigmatico nome
geometria tropical? Entre os tropicos, assim como em outro lugar, é dificil encontrar algo mais
simples do que uma reta. Esse serd nosso primeiro objeto de estudo. Uma reta tropical é formada
por 3 semi-retas usuais de dire¢oes (—1,0), (0, —1) e (1,1) emanando dum ponto qualquer do plano.
Pode-se perguntar, e com razao, porqué chamar de reta, tropical ou nao, este objeto bizarro? No
entanto, pensando bem, observamos que essas retas tropicais satisfazem as mesmas propriedades
geométricas basicas que as retas “normais” ou “cléssicas” duas retas tropicais concorrem num tnico
ponto (ver figura 1b) e dois pontos do plano definem uma tunica reta tropical (ver figura 1c).

a) b) c)

FIGURA 1. A reta tropical

Mais importante ainda, embora menos visivel no desenho, retas classicas e tropicais sao ambas
dadas por uma equacao da forma ax + by + ¢ = 0. No contexto da algebra usual, onde chamamos de
adicao uma adicao e de multiplicacdo uma multiplicacao, reconhecemos facilmente uma reta classica
nessa equacao. Mas no mundo tropical, adicionar quer dizer tomar o méximo, multiplicar significa
adicionar e todos os objetos alteram de forma! Para dizer a verdade, mesmo “ser igual a 0” tem outro
sentido...

Geometrias classicas e tropicais, entao, sao elaboradas segundo os mesmos principios a partir de
dois modos distintos de calculo. Elas sao as imagens de duas algebras diferentes.

A geometria tropical contudo nao é apenas uma brincadeira para matematicos desocupados. O
mundo classico pode ser degenerado até o mundo tropical e os objetos tropicais conservam natural-
mente algumas propriedades dos objetos classicos dos quais sao os limites. Assim, um enunciado
tropical tem muita chance de possuir um enunciado classico similar. Porém, os objetos tropicais sao
lineares por partes e portanto sao muito mais simples de se estudar que os seus andlogos classicos!

Poderiamos entao resumir a abordagem tropical pelo seguinte principio:

Estudar objetos simples, enunciar teoremas sobre objetos complicados
As primeiras partes deste texto sdo dedicadas a algebra tropical, as curvas tropicais e algumas

das suas propriedades. Explicamos em seguida porque as geometrias classica e tropical sao vincu-
ladas, mostrando sucintamente como o mundo classico pode ser degenerado até o mundo tropical.

Traduzido do francés por Edem Amorin (UFMG) & Nicolas Puignau (UFRJ)
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Em seguida, ilustramos o principio precedente pelo método chamado de patchwork para construir
curvas algébricas reais por meio das amebas. Terminamos este texto dando algumas referéncias
bibliogréficas.

Mas antes de comecar, devemos explicar o porqué da palavra “tropical”. Seria devido & forma
exética dos objetos considerados? A presenca de amebas com esqueleto? Antes de falar de algebra
tropical, usava-se o nome mais pratido de dlgebra maz-plus. E para honrar os trabalhos do seu colega
brasileiro Imre Simon, que pesquisadores de informatica da Universidade Paris 7 decidiram trocar
“max-plus” por “tropical”. Deixamos a conclusdo a Wikipedia! sobre a origem da palavra tropical: it
simply reflects the French view on Brazil.

1. ALGEBRA TROPICAL

1.1. Operacgoes tropicais. A algebra tropical é obtida considerando o conjunto dos niimeros reais
R e substituindo a adicao pelo maximo e a multiplicacdo pela adi¢do. Em outras palavras, sao
definidas duas novas operagoes sobre R, chamadas de adicao e multiplicagdo tropicais, denotadas
respectivamente por “ 4+7 e “ x 7 e definidas por

“r 41y’ = max(x,y) “exy=x+y

Neste texto, as operacOes algébricas tropicais sao denotadas entre aspas. Como na multiplicagdo
classica, abreviamos muitas vezes “x X 3 por “xy”. Vamos nos familiarizar com essas duas operacoes
estranhas fazendo alguns célculos simples:

CC1+177:17 CC1_|_277:27 ((1+2+377:37 CC1><277:37 “1X(2+(_1))”:37

€] w (_2)77 — _1’ 14(5 +3)277 =10

Essas duas operacoes tropicais tém muitas propriedades em comum com a adicao e a multiplicacao
classicas. Por exemplo, ambas sao comutativas e a operacao “ x 7 é distributiva em relacao a “ +7”
(i.e. “(x+y)2” =“xz+yz2”). Existem contudo duas diferencas. Em primeiro lugar, a adi¢do tropical
nao tem elemento neutro em R. Mas qual a importancia? Podemos estender naturalmente nossas
duas operacoes tropicais a —oo assim:

Ve eT, “z+4(—0) =max(zr,—c0)=z e “ox(—0)=x+(—00)=—00

onde T = RRU —oo é o conjunto dos numeros tropicais. Entao, ao acrescentar —oo a R, a adigao
tropical possui um elemento neutro. Por outro lado, existe uma diferenca mais importante entre
adigoes tropical e classica: um elemento de R nao tem simétrico para a operagao “ 4+ 7. Em outras
palavras, nao é definida a subtracdo tropical. Além disso, dessa vez nado adianta mais acrescentar
elementos a T para “criar” simétricos. Com efeito, “ +7 é idempotente, isto é, “x + x” = z para todo
x em T! Entao ndo temos outra opcao a nao ser adaptar-nos com essa auséncia de simétricos para
« + 77'

Porém, a menos desse tltimo ponto, o conjunto T munido das operagdes “+7 e “ x 7 satisfaz todas
outras propriedades de um corpo. Por exemplo, 0 é o elemento neutro da multiplicacao tropical
e qualquer elemento x de T distinto de —oco tem como inverso “1” = —z. Dizemos que T é um
S€Mi-coTpo.

Cuidado a nao ir rapido demais na escrita de formulas tropicais! Assim, “2x” # “xr 4+ z” mas
“20” = x + 2, também “1z” # x mas “lz” = x + 1, ou ainda “0z” =z e “(—1)a” = x — 1.
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1.2. Polinémios tropicais. Apo6s ter definido a adigdo e a multiplicagdo tropicais, chegamos na-
turalmente a considerar fungoes do tipo P(x) = Z?:o a;x?” com os a; em T, isto é polinomios
tropicais 2. Reescrevendo P(x) com as notagoes classicas, obtem-se P(x) = max®_, (a; +1ix). Abaixo
alguns exemplos de polindmios tropicais:

“2" =z, “l+2" =max(1l,z), “l4+x+ 32?7 = max(1,z, 2z + 3),

“14 2 4 32% 4+ (—2)2%" = max(1, z, 2z + 3,3z — 2)

Determinamos agora as raizes de um polinomio tropical. Mas antes de mais nada, o que é uma
raiz tropical? Encontramos aqui um problema frequente da matematica tropical: uma nogao cléssica
tem varias defini¢oes equivalentes que nao sao mais equivalentes no mundo tropical. Cada defini¢ao
dum mesmo objeto cléssico gera entao potencialmente tantos quantos objetos tropicais diferentes.

A primeira defini¢ao de uma raiz de um polinémio classico P(z) é um elemento xg tal que P(xg) =
0. Se levamos esta definicao para a algebra tropical, procuramos entao os elementos zg em T tais
que P(xy) = —o0. Porém, se ag € o termo constante do polindémio P(z) entdo P(z) > ag para todo x
em T. Entéao, se ag # —00, o polinémio P(z) nao tem raiz... Esta defini¢do ndo é muito satisfatoria.

Alternativamente, xy é uma raiz classica do polindomio P(z) se existe um polinémio Q(z) tal
que P(z) = (x — x0)Q(z). Vamos ver agora que esta defini¢do é a boa na algebra tropical. Para
compreendé-la, adotamos um ponto de vista geométrico sobre o problema. Um polinémio tropical é
uma fun¢do afim por partes (ver figura 2) e chamamos raizes tropicais do polinomio P(x) qualquer
ponto xo de T para os quais o grafico de P(x) tem uma “quina” em xg. Além disso, a diferenca entre
duas inclinacoes adjacentes a uma raiz tropical corresponde a multiplicidade dessa raiz. Assim, o
polinémio “0 4 z” tem como raiz simples 0, o polinomio “0 + x + (—1)22” tem como raizes simples 0
e 1 e o polinomio “0 + 227 tem 0 como raiz dupla.

0 0 0
(e0, 0) 0 (e0, 0) 0 1 (e0, 0) 0
a) P(z) =“0+ 2" b) P(z) =“0 +x + (—1)z?” b) P(z) =“0 + 2%

FiGuraA 2. Exemplos de graficos de polinomios tropicais

As raizes tropicais do polinémio P(z) = ¢ Z?:o a;x" = max?_|(a; + ix) sdo entdo exatamente
os nameros tropicais xo para os quais existe i # j tais que P(xo) = a; + ixg = a; + jxo. Dizemos
que o maximo de P(z) é atingido duas vezes (pelo menos) em xy. Neste caso, a multiplicidade de
xo € o maximo de |i — j| entre todos os i e j possiveis que cumpram este méaximo. Por exemplo, o
maximo de P(x) = “0+z +2%’ ¢ atingido 3 vezes em 0 e a multiplicidade dessa raiz ¢ 2. De maneira
equivalente, xo ¢ uma raiz tropical de multiplicidade k de P(x) se existir um polindomio Q(z) tal que
P(z) = “(z 4+ 20)*Q(x)”. Notemos que o fator z — xo na algebra classica é transformado no fator
“x + xg”, dado que a raiz polinémio “x 4+ xg” é xg € nao —xg.

Essa definicao de raiz tropical parece claramente mais satisfatéria que a primeira. De fato, temos
a proposicao seguinte:

2Consideramos com efeito as fun¢oes polynodmiais em vez dos polinémios.
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Proposicao 1.1. O semicorpo tropical € algebricamente fechado, isto €, qualquer polindomio tropical
de grau d tem exatamente d raizes tropicais contadas com multiplicidade.

Por exemplo, temos as fatoracoes seguintes3:
“( +r4+ (_1)33277 — LL(_l)(aj + 0)($ + 1)77 et “0 + 33277 _ u($ + 0)277
1.3. Exercicios.

(1) Como o fato da adigao tropical ser idempotente impede a existéncia de simétricos para essa
adicao?

(2) Construa os grifos dos polinémios tropicais P(x) = “z3 + 222 + 32z + (=1)” e Q(z) =
“r3 4+ (=2)2% + 2z + (—1)”, e determine as suas raizes tropicais.

(3) Sejaa emR ebecemT. Determine as raizes polinomiais tropicais de “ax+b” e “ax’+bx+c”.

2. CURVAS TROPICAIS

2.1. Definigao. Nao vamos nos assustar e vamos aumentar o numero de variaveis dos nossos poliné-
mios. Um polinémio tropical em duas variaveis é escrito como P(z,y) = “ Z” ai,jxiyj”, ou ainda
P(x,y) = max; j(a;; + iz + jy) na notagao classica. Assim P(z,y) é ainda uma funcao afim por
partes, e a curva tropical definida por P(z,y) é o lugar dos quinas dessa fungao. Em outras palavras,
¢ constituida dos pontos (g, o) de T? para os quais o maximo de P(z,y) ¢é atingido pelo menos
duas vezes em (xg, o).

Confessamos imediatamente que estaremos satisfeitos neste texto em estudar as curvas tropicais
em R? em vez de T2. Isso nao prejudica a generalidade do que é discutido aqui e ainda as definicdes,
os enunciados e os desenhos ficam mais simples e mais compreensiveis.

Olhemos a reta tropical definida pelo polinémio P(x,y) = “% + 22 + (=5)y”. E necessario entio
procurar os pontos (zg,yo) no R? que verificam um dos trés sistemas seguinte:

2-{-380:%2—5-1—3/0, —5+yo:%22+$0, 2+$0:—5+y02%

A nossa reta tropical entdo ¢ constituida das trés semi-retas {(—3,y) |y < &}, {(z, §) |2 < -3},
e {(z,x+7) | x> -3} (ver a figura 3a).

a) “g+ 22+ (=B)y’  b) 3420 +2y+3zy +y  + 2% ¢) O+a+y’+ (-2
Ficura 3. Algumas curvas tropicais

Falta-nos ainda um dado para definir rigorosamente uma curva tropical. O lugar das quinas dum
polinémio tropical com duas varidveis é constituido de segmentos e semi-retas, chamados de arestas,

30utra vez, essas igualdades s@o verdadeiras em relagdo as fungbes polinémiais, ndo em relagdo aos polinémios!
Assim, “0 + 2?7 et “(0+ ac)2” sdo iguais como fungbes polinomiais, mas ndo como polinémios.
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os quais se cortam em pontos, chamados de vértices. Como no caso de polinomios de uma variavel,
devemos considerar, para cada aresta, a diferenca de inclinacao de P(x,y) dos dois lados dessa aresta.
Chegamos assim a seguinte defini¢ao formal.

Definicao 2.1. Seja P(z,y) = “>; ; ai jz'y?” um polinémio tropical. A curva tropical C definida
por P(x,y) € o conjunto dos pontos (zo,yo) de R? tais que ewistam (i,j) # (k,1) que verifiquem
P(xo,y0) = aij +ixo + jyo = ar, + kxo + lyo.

Considerando uma aresta de C, definimos o peso dessa aresta como o mdzimo dos M DC' dos
niumeros |i — k| e |j — | para cada par (i,7) e (k,1) correspondendo a essa aresta.

Nos desenhos, escreveremos o peso duma aresta ao lado dessa apenas se o peso for pelo menos 2.
No caso da reta tropical, todas as arestas sao de peso 1, entao a figura 3a descreve efetivamente uma
reta tropical. Dois exemplos de curvas tropicais de grau 2 sdo representados nas figuras 3b e c. A
conica tropical da figura 3c tem duas arestas de peso 2.

2.2. Subdivisao dual. Um polinémio tropical P(z,y) é entdo dado pelo méximo de um nimero
finito de fungoes afins, que sdo os monomios de P(x,y). Além disso, os pontos do plano pelos quais
a0 menos dois monomios realizam este maximo sao precisamente os pontos da curva tropical definida
por P(z,y). Refinamos um pouco este estudo e para cada ponto (xg,yo) de C, consideramos todos
os mondmios de P(z,y) que realizam este maximo em (zq, yo)-

Estudamos em primeiro lugar o caso da reta tropical C' definida por P(x,y) “% + 2z + (=5)y”
3 11

1
2172 2
e (=5)y = (—5)x%! tém o mesmo valor. Os expoentes destes mondmios, isso ¢, os pontos (0,0),
(1,0) e (0,1), definem um triangulo A; (ver figure 4a). Ao longo da aresta horizontal de C, o valor
do polindémio P(x,y) é dado pelos monomios 0 e y, isto é, pelos mondmios de expoentes (0,0) e
(0,1). O segmento definido por estes dois expoentes é entdao a aresta vertical do tridngulo A;. Do
mesmo modo, os monoémios que dao o valor de P(z,y) ao longo da aresta vertical (respectivamente
de inclinagao 1) de C tém expoentes (0,0) e (1,0) (respectivamente (1,0) e (0,1)) e o segmento
definido por estes expoentes é a aresta horizontal (respectivamente de inclina¢do —1) do triangulo
A,
O que lembrar deste curto exercicio? Olhando os mondmios que dao o valor do polindémio tropical
P(z,y) num ponto da reta tropical C, vemos que o vértice de C corresponde ao triangulo A; e que
cada aresta e de C corresponde a uma aresta de Aj cuja dire¢do é perpendicular a de e.

(ver figura 3a). No ponto ( ), o vértice da reta, os trés monomios 5 = 2°y°, 2z = 22y

Olhemos agora a conica tropical definida pelo polinémio P(z,y) = “3 + 2z + 2y + 3zy + 22 + %7,
representada na figura 3b. Essa curva tem por vértices os quatro pontos (—1,1), (—=1,2), (1,—1) e
(2,—1). Em cada um destes vértices (xq, o), o valor do polinomio P(x,y) é dado por trés mondmios:

P(-1,1)=3=yo+2=x0+yo+3 P(-1,2) =yo+2=z0+yo + 3 =2y

P(l,—l):3:x0+2:$0+y0+3 P(2,—1):x0+2:$0+y0+3:2x0

Assim, para cada vértice de C, os expoentes dos trés mondmios correspondentes definem um trian-
gulo, e esses quatro tridngulos sao dispostos como na figura 4b. Além disso, como no caso da reta,
para cada aresta e de C', os expoentes dos monodmios que dao o valor de P(z,y) ao longo de e definem
uma aresta (ou duas) desses triangulos e a direcao dessa aresta é perpendicular a de e.

Explicaremos agora este fendmeno em toda generalidade. Seja P(z,y) = “}, a; jz'y’” um
polinémio tropical qualquer. O grau de P(z,y) é o maximo das somas i + j para os coeficientes
a;; diferentes de —oo. Para simplificar, todos os polinémios de grau d considerados neste texto
satisfazem ago # —00, ag0 # —00 € ag 4 # —oo. Assim, a envoltoria convexa dos pontos (4, ) tais
que a; j # —oo € o triangulo Ay de veértices (0,0), (d,0) e (0,d).
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Se v = (70,%0) ¢ um vértice de C, entdo a envoltoria convexa dos pontos (i,j) em Ay N Z? tais
que P(x9,y0) = ai; +ixo+ jyo € um poligono A, incluido em Ay. Do mesmo modo, se (xg, yo) € um
ponto no interior duma aresta e, entdo a envoltéria convexa dos pontos (i,j) em Ay N Z? tais que
P(x0,y0) = ai; +ixo + jyo € um segmento . incluido em Ay. Como o polinémio tropical P(xz,y) é
uma fun¢do convexa afim por partes, a unidao dos A, forma uma subdivisao Agy. Em outras palavras,
a unido dos poligonos A, é igual ao triangulo Ay e dois poligonos de A, e A, tém ou uma aresta
comum, ou um vértice comum, ou nao se cruzam. Além disso, se e ¢ uma aresta de C adjacente ao
vértice v, entao J. € uma aresta de A, e as dire¢oes de e e d. sdo perpendiculares. Esta subdivisao
A, é chamada a subdivisao dual & curva C.

Por exemplo, as subdivisoes duais as curvas tropicais da figura 3 sao desenhadas na figura 4 (os
pontos pretos representam os pontos com coordenadas inteiras e nao sao necessariamente vértices da
subdivisao).

Observamos que e é uma aresta de peso w em C' se e 80 se 0 segmento . contem w + 1 pontos
em Z2. Assim, o grau duma curva tropical pode ser lido diretamente na curva: é a soma dos pesos
das arestas infinitas na dire¢ao (—1,0) (ou (0,—1), ou ainda (1,1)). Além disso, uma curva tropical
¢ dada pela sua subdivisao dual, a menos de translacao e comprimento das arestas.

AN -

a) b) c)

FiGura 4. Algumas subdivisdes duais

2.3. Grafos equilibrados e curvas tropicais. A primeira consequéncia dessa dualidade é o fato
que uma certa equacao, chamada de relacdo de equilibrio, é verificada em todos os vértices duma
curva tropical. Seja v um vértice de C adjacente as arestas eq,...,er de pesos respectivamente
w1, ..., wg. Como e; é suportado por uma reta (no sentido usual) cuja equacao tem coeficientes
inteiros, existe um tnico vetor inteiro v; = (a, ) em e; com M DC(«,3) = 1 e de origem o vértice
v (ver figura 5a). Depois da se¢ao precedente, o poligono A, dual a v deduz-se imediatamente dos
vetores wiyv1, ..., WEUk: se orientamos o bordo de A, no sentido inverso dos ponteiros dum relogio,
entdo cada aresta &., de A, dual a e; é obtida a partir do vetor w;vr por rotagdo de angulo % (ver
figura 5b).
Dado que A, é fechado, lemos entao imediatamento a relacao de equilibrio seguinte:

k
Z wiﬁi =0
i=1

Um grafo no R? que verifica a relacido de equilibrio em todos os seus vértices é chamado de grafo
equilibrado. Acabamos entdao de monstrar que uma curva tropical é sempre um grafo equilibrado.
Temos que a reciproca é verdadeira.

Teorema 2.2. As curvas tropicais no R? sdo ezatamente os grafos equilibrados.

Assim, pode-se afirmar que existem polindmios tropicais de grau 3 cujas curvas tropicais sdo os
)
grafos equilibrados representados na figura 6. Também representamos para cada caso a subdivisao
de A3 dual a curva.
3
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S

a) b)

FicurA 5. Relacoes de equilibrio

b A -

a) b) c)

FiGurA 6

2.4. Exercicios.

(1) Desenhe as curvas tropicais definidas pelos polindémios tropicais: P(x,y) = “6 + bz + 5y +
day +1y? + 227 e Q(x,y) = “T+4x +y + 4wy + 3y> + (=3)22”, assim como suas subdivisoes
duazis.

(2) Um trigngulo tropical ¢ uma regiio de R? delimitada por trés retas tropicais. Quais sdo as
formas possiveis dum tridngulo tropical?

(3) Mostre que uma curva tropical de grau d tem no mdzimo d> vértices.

(4) Encontre uma equagao para cada curva tropical da figura 6. Lembramos que se v é um vértice
duma curva tropical definida pelo polinomio tropical P(x,y), entdo o valor de P(x,y) numa
vizinhanga de v € dado unicamente pelos mondmios correspondendo ao poligono dual a v.

3. INTERSEGAO TROPICAL

3.1. Teorema de Bézout. Um dos maiores interesses da geometria tropical é fornecer um modelo
simples da geometria algébrica. Por exemplo, teoremas béasicos sobre a intersecao de curvas tropicais
precisam de uma bagagem algébrica claramente menos importante que os seus homoélogos classicos.
Vamos ilustrar este principio com o teorema de Bézout, qual afirma que duas curvas algébricas planas
de grau d; e do cortam-se em dids pontos 4 Antes do caso geral, olhamos primeiro as retas e as
conicas tropicais.

Exceto por acidente, duas retas tropicais se cortam num ponto tnico (ver figura 7a), tal como em
geometria classica. Agora, uma reta e uma conica tropical cortam-se em dois pontos? Se contamos

4Cuida‘do7 isso & um teorema da geometria projetiva! Por exemplo, duas retas afins podem ser paralelas...
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simplesmente o namero de pontos de interse¢ao, a resposta é: as vezes sim (figure 7b), as vezes nao
(figura 7c)...

a) b) c)
FiGura 7. Intersecao de retas et de conicas tropicais

Com efeito, o unico ponto de interse¢ao da conica e da reta tropicais na figura 7c¢ deve ser contado
2 vezes. Mas por que 2 aqui e 1 nos casos precedentes? A resposta encontra-se na subdivisao dual
da uniao das duas curvas.

Observamos primeiro que a unido de duas curvas tropicais Cy e Cy é ainda uma curva tropical.
Com efeito, é facil conferir que a uniao de dois grafos equilibrados é ainda um grafo equilibrado, por
outro lado, vemos que se as curvas tropicais C'y e Cy sao respectivamente definidas pelos polinémios
tropicais Pj(x,y) e Pa(x,y), entdo o polinémio Q(z,y) = “Pi(z,y)Py(x,y)” define precisamente a
curva C1 U Cy. Além disso, o grau de C1 U Cs é a soma dos graus de Cy e Cy. Assim, faz realmente
sentido falar da subdivisao dual a curva Cy U Cs.

As subdivisoes duais & uniao das curvas C; e Cy em cada caso da figura 7 é representada na figura
8. Em cada um deles, os vértices de C7 U Cy sao os vértices de C1, os vértices de Cs e 0s pontos
da intersecao de C7 com C5. Mas como cada ponto de C; N C5 é a intersecao duma aresta de Cy e
duma aresta de Cs, o poligono dual de tal vértice de Cy U Cy é um paralelogramo. Para tornar a
figura 8 mais transparente, desenhamos cada aresta da subdivisao dual da mesma cor que sua aresta
dual. Counstatamos entdao que nas figuras 8a e b, os paralelogramos que correspondem sao de area 1,
enquanto o paralelogramo da subdivisao da figura 8c é de area 2! Assim, parece que devemos contar
cada ponto de intersecao com a multiplicidade definida abaixo.

a) b) c)

F1GURA 8. Subdivisoes duais & uniao das curvas da figura 7

Definicao 3.1. Sejam Cy e Co duas curvas tropicais cruzando-se num nimero finito de pontos e
fora dos vértices das duas curvas e seja p um ponto de intersegio de C1 com Co. A multiplicidade



UM POUCO DE GEOMETRIA TROPICAL 9

tropical de p como ponto de intersecao de Cy com Cy € a drea do paralelogramo dual a p na subdivisdo

dual a C1 U Cs.
Com esta definicao, demonstrar o teorema de Bézout tropical torna-se uma brincadeira.

Teorema 3.2. Sejam C1 e Co duas curvas tropicais de grau di e do cruzando-se num nimero finito
de pontos e fora dos vértices das duas curvas. Entao, a soma das multiplicidades tropicais dos pontos
de intersecao de C1 e de Cy € igual o dids.

Demonstra¢ao. Denotemos por s essa soma. Existem trés tipos de poligonos na subdivisao dual a
curva tropical C7 U Cay:

: . . . L2
e os duais a um vértice de ;. A soma de suas areas vale a area de Ay, isto ¢, .

. sy . d2
e os duais a um vértice de . A soma de suas areas vale .

e 0s duais a um ponto de intersecdo de C7 com Cs. A soma das areas deles vale s.
O

3.2. Intersecao estavel. Consideramos por enquanto apenas as curvas tropicais cruzando-se “agra-
davelmente”, isto é, num numero finito de pontos e fora dos vértices. Mas que podemos dizer nos
dois casos representados nas figuras 9a (duas retas tropicais cruzam-se ao longo duma aresta) e b
(uma reta passando pelo vértice duma conica)? Felizmente, temos mais de um truque tropical no
nosso bolso.

7€V

a) b) c) d)

FiGura 9. Intersegdes nao-transversais et translagoes

Seja € um pequeno numero real e ¥ um vetor cuja razao das coordenadas é um ndmero irracional.
Se transladamos em cada caso uma das duas curvas pelo vetor ¥, terminamos entao no caso duma
intersegao agradavel (ver figuras 9c e d). Evidentemente os nossos novos pontos de intersecao de-
pendem do vetor €¥. Por outro lado, o limite destes pontos quando ¢ tende para 0 ndo depende de
U, eles sdo os pontos de intersegdo estavel das duas curvas. A multiplicidade daqueles é a soma das
multiplicidades dos pontos de intersecao da qual sao limites.

Por exemplo, o ponto de intersecao estédvel das duas retas da figura 9a é o vértice da reta da
esquerda, de multiplicidade 1. Nossas duas retas tropicais cruzam-se bem num ponto tnico. O
ponto de intersecao estavel das duas curvas da figura 9b é o vértice da conica, de multiplicidade 2.

Observamos que a intersecao estavel de duas curvas tropicais é concentrada nos pontos de in-
tersecao isolados e nos vértices das duas curvas. Gragas a intersegao estavel, podemos remover do
Teorema de Bézout tropical as hipoteses de bom posicionamento das duas curvas.

Teorema 3.3. Sejam C e Cy duas curvas tropicais de grau di e do. Entdo a soma das multiplici-
dades dos pontos de intersegao estaveis de C1 com Csy vale dyds.
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Descobrimos pelo acaso um fenémeno tropical surpreendente: uma curva tropical tem uma auto-
intersegio bem definida® Com efeito é suficiente considerar a intersecao estéavel dessa curva tropical

consigo mesma. Segundo o que precede, esta auto-intersegao é concentrada nos vértices da curva
(ver figura 10).

Ficura 10. 4 pontos de auto-interse¢do duma conica tropical

3.3. Exercicios.

(1) Determine os pontos de intersecao estdvel das duas curvas tropicais do exercicio 1 da se¢ao
2, bem como as multiplicidades deles.

(2) Um ponto duplo duma curva tropical é a interse¢ao de duas de suas arestas. Mostre que uma
conica tropical com um ponto duplo € a unido de duas retas tropicais. Pode-se considerar
uma reta passando pelo ponto duplo e por um outro vértice da cénica.

(3) Mostre que uma curva tropical de grau 3 com dois pontos duplos € a uniao duma reta e duma
conica tropical. Mostre que uma curva tropical de grau 3 com trés pontos duplos € a uniao

de trés retas tropicais.

4. ALGUMAS EXPLICACOES

Paramos alguns momentos no estudo da geometria tropical como tal e damos algumas razoes do
vinculo muito forte entre geometria classica e geometria tropical. O nosso objetivo é ilustrar especial-
mente o fato da geometria tropical ser um limite da geometria cléssica. Para resumir grosseiramente
o contetido desta secao, a geometria tropical é a imagem da geometria classica pelo logaritmo de
base oco.

4.1. Dequantificacao de Maslov. Expliquemos primeiro como o semicorpo tropical é obtido na-
turalmente como limite de semicorpos classicos. Este processo, estudado por Victor Maslov e os seus
colaboradores a partir dos anos 90, chama-se dequantificacio dos nimeros reais.

Um semicorpo conhecido é (R4, +, X), o conjunto dos nimeros reais positivos ou nulos munido
da adigao e da multiplicacao classicas. Se t é um numero estritamente positivo, entao o logaritmo
de base t fornece uma bijecao entre R e T e esta bije¢ao induz uma estrutura de semicorpo em T
onde as operagdes, denotadas por “ +,” e ¢ x;”, sdo dadas por:

“Tapy =log,(t* +tY) e “axxpy’ =log(t"tY) =x+y
Ja vemos aparecer a adi¢ao classica tal como uma multiplicacao exoética sobre T. Observamos que,

por construgao, todos os semicorpos (T,* +;7,* x;”) sao isomorfos a (Ry,+, x). A desigualdade

SEm geometria algébrica classica, s6 o nimero de pontos de autointerse¢do duma curva plana é definido, nao a sua
posigao sobre a curva. Uma reta tem auto-interse¢ao num ponto, mas nao é claro qual é este ponto...
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trivial max(z,y) < x +y < 2max(z,y) sobre Ry combinada com o crescimento da funcao logaritmo
nos da o enquadramento seguinte:

YVt >0, max(x,y) <“x x¢y” < max(z,y) + log, 2

Quando t tende para o infinito log, 2 tende para 0, e a lei “+,” tende entao para a adigdo tropical “+"!
Assim, o semicorpo tropical é obtido naturalmente como deformagao do corpo classico (Ry,+, ).
Ou ainda, podemos ver o semicorpo classico (R4+, X) como uma deformagao do corpo tropical, dai
o uso da palavra “dequantificacao”.

4.2. Dequantificacao duma reta do plano. Vamos aplicar um raciocinio semelhante com a reta
de equacdo = —y + 1 no plano R? (ver figura 11a). Primeiramente, contraimos os 4 quadrantes sobre
o quadrante positivo com a funcao valor absoluto (ver figura 11b). A imagem pelo logaritmo de base
t desta reta contraida no (Ri)Q parece o desenho da figura 11lc. Por definicao, tomar o logaritmo
de base t coresponde a tomar o logaritmo natural e, em seguida, aplicar uma homotetia de razao
ﬁ. Assim, quando ¢t aumenta, a imagem pelo logaritmo de base ¢ do valor absoluto da nossa reta
concentra-se numa vizinhanca da origem e das 3 diregdes assintoticas (ver figuras 1lc, d e e). E

enquanto t tende para o infinito, vemos aparecer na figura 11f... uma reta tropical!

a) b) c) d) e) f)

FiGurA 11. Dequantificagdo duma reta

5. PATCHWORK

A figura 11 lida da esquerda para a direita explica-nos como passar duma reta classica no plano
para uma reta tropical. A leitura desta figura da direita para a esquerda é realmente muito mais
interessante! Com efeito, vemos assim como construir uma reta classica a partir duma reta tropical.
A técnica chamada de patchwork é uma generalizacao desta observagdo. Especificamente, ela fornece
um método meramente combinatério de construcao de curvas algébricas reais a partir de curvas
tropicais. Mas antes de explicar este método em detalhe, voltamos um pouco no passado.

5.1. O 16° problema de Hilbert. Uma curva algébrica real plana é uma curva do plano R?
definida por uma equagéo da forma P(x,y) = 0 onde P(z,y) é um polinoémio com coeficientes reais.
As curvas algébricas reais de grau 1 e 2 sdo simples e bem conhecidas: as retas e as conicas. Enquanto
o grau de P(x,y) aumenta, o desenho realizado pela curva de equagdo P(z,y) = 0 pode ser cada vez
mais complexo. Para convencer-se, é suficiente dar uma olhada na figura 12 onde sao representados
uma parte dos desenhos possiveis realizados por uma curva algébrica real de grau 4.

Um teorema de Axel Harnack no fim do século XIX afirma que uma curva algébrica real plana
de grau d tem no maximo M componentes conexas. Mas como estas componentes podem
situar-se umas em relagdo as outras? Chamamos de arranjo duma curva algébrica real plana a
posicao relativa das suas componentes conexas no plano. Por outras palavras, ndo nos interessamos
a posicao exacta da curva no plano, mas apenas ao desenho dela. Por exemplo, se uma curva tem
duas componentes conexas limitadas, preocupamo-nos unicamente em saber se essas componentes
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)

N
a) b) C) d)

F1GUrA 12. Algumas curvas algébricas reais de grau 4

estao fora uma da outra (ver figura 12a) ou nao (ver figura 12¢). Durante o segundo congresso
internacional da matematica em Paris em 1900, David Hilbert enunciou a sua famosa lista dos 23
problemas para o século XX e a primeira parte do seu 16° problema pode ser compreendida na sua
forma (muito) estendida do seguinte modo:

Dado um numero inteiro d, estabelecer a lista dos arranjos possiveis das curvas algébricas reais de
grau d.

No tempo de Hilbert, a resposta era conhecida para as curvas de grau no méximo 4. Apesar de
progressos espectaculares neste problema no século XX, devidos especialmente aos matematicos da
escola russa, numerosas perguntas permanecem ainda sem respostas®...

5.2. Curvas reais e curvas tropicais. Em geral é um problema dificil construir uma curva al-
gébrica real dum grau dado que realiza um arranjo dado. H& mais de um século, os matematicos
propuseram numerosos e engenhosos métodos para esse problema. O patchwork, inventado por Oleg
Viro nos anos 70, ¢ um dos métodos atuais mais potentes. Nessa época a geometria tropical nao
existia ainda e Viro enunciou o seu teorema numa linguagem diferente da nossa aqui. Contudo
ele percebeu no final dos anos 90 que o patchwork podia ser interpretado como uma quantificacao
das curvas tropicais. O patchwork é entao ler a figura 11 da direita para a esquerda em vez de
esquerda para a direita. Gracas a esta nova interpretacao, Grigory Mikhalkin generalizou imediata-
mente depois o método de Viro original. Damos aqui uma versao simplificada do patchwork, o leitor
interessado encontrard uma versao mais completa nas referéncias indicadas na secao 6.

Doravante, se a e b sao dois nimeros inteiros, denotamos por s, : R? — R? a composta de a
simetrias em relacdo ao eixo das abcissas com b simetrias em relacdo ao eixo das ordenadas. Assim
s6 os valores modulo 2 de a e b sao importantes e soo ¢ a fungao identidade, s1p € a simetria em
relagao ao eixo das abcissas, sg1 € a simetria em relagao ao eixo das ordenadas e s11 € a simetria
em relagdo & origem.

Explicaremos agora em detalhe o procedimento do patchwork. Tomamos uma curva tropical C
de grau d tendo apenas arestas de peso {mpar e tal que todos os poligonos da subdivisao dual
sao triangulos. Por exemplo, escolhamos a reta tropical da figura 13a. Para cada aresta e de C,
escolhamos um vetor v, = (ae,3.) diretor de e com a, e (. dois nimeros inteiros primos entre si.
Para a reta tropical, escolhamos os vetores (1,0), (0,1) e (1,1). Agora consideramos que o R? no
qual mora a nossa curva tropical é na realidade o quadrante positivo (R’:L)2 de R? e tomainos a unido
da nossa curva tropical com as suas copias simétricas em relacao aos eixos. No caso da reta tropical,

6Um problema mais razoavel e natural consiste em olhar os arranjos das componentes conexas das curvas algébricas

reais projetivas singulares. Para esse problema mais restrito, a resposta é atualmente conhecida até o grau 7. E um
teorema de Oleg Viro e o patchwork é um instrumento essencial da demonstracao.
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obtemos entao a figura 13b. Para cada aresta e da nossa curva, apagamos €’ e ¢, duas das quatro
copias simétricas de e, de acordo com as duas regras seguintes:
! __ 1
o ¢ =sq.p(c"),
e para cada vértice v de C adjacente as arestas ej, e e e3 e para cada par (€1,£2) em {0, 1}2,
exatamente uma ou trés das copias Sq, g,(€1), Se;,00(€2) € Se, 0,(€3) 520 apagadas.

Chamamos o resultado de uma curva tropical real. Por exemplo se C' é uma reta tropical, é possivel
apagar seis das copias simétricas das arestas de C de acordo com estas duas regras para obter a reta
tropical real representada na figura 13c. Mesmo se essa curva tropical real ndo é verdadeiramente
uma reta, aquela realiza o mesmo arranjo que uma reta classica no R? (ver figure 13d)! Isto nio é
casualidade, mas um teorema.

a) b) ¢) d)
FicguraA 13. Patchwork duma reta

Teorema 5.1 (O. Viro). Qualquer curva tropical real de graw d realiza o mesmo arranjo que uma
curva algébrica real de grau d.

Queremos enfatizar a beleza e profundidade de tal enunciado! Com efeito, se uma curva tropical
real constroi-se de acordo com regras combinatorias, entdo parece assemelhar-se a uma trapaca
afirmar que ela possa ter uma relacao qualquer com uma curva algébrica real! Nao o faremos aqui,
mas o teorema de Viro possibilita até mesmo determinar a equacao de uma curva algébrica real
que realiza o mesmo arranjo que uma curva tropical real dada. Utilizemos agora este teorema para
mostrar a existéncia de duas curvas algébricas reais, uma de grau 3 e a outra de grau 6.

Primeiramente, consideramos a curva tropical de grau 3 representado na figura 14a. Por uma
escolha conveniente de arestas a apagar, as figuras 14b e ¢ representam as duas etapas do procedi-
mento do patchwork. Provamos entao a existéncia de uma curva algébrica real de grau 3 semelhante
ao desenho da figura 14d.

4

N
N
L/

7/ g

a) b) c) d)

F1GurA 14. Patchwork duma cubica
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Para terminar, vamos counsiderar a curva tropical de grau 6 representada na figura 15a. Para
uma escolha conveniente de arestas a apagar, o procedimento do patchwork da a curva da figura
15c. Uma curva algébrica real de grau 6 que realiza o mesmo arranjo que essa curva tropical real
foi inicialmente construida por Gudkov, dum jeito muito mais complicado, nos anos 60. Para contar
uma anedota, Hilbert afirmava em 1900 que tal curva nao podia existir...

5.3. Amebas. Se a dequantificacao duma reta é a ideia por tras do patchwork em sua maior ge-
neralidade, a prova do teorema de Viro é ligeiramente mais técnica para escrever rigorosamente.
Ficaremos satisfeitos em esbocar os contornos.

a) b) c)
FiGura 15. Curvas de Gudkov

Em primero lugar, o corpo R nao sendo algebricamente fechado, devemos trabalhar ndao com curvas
algébricas reais, mas mais geralmente com curvas algébricas complezas, isso é os subconjuntos de
(C*)? definidos por uma equacio da forma P(x,y) = 0, onde P(x,y) é um polinémio com coeficientes
complexos (que podem entdo ser reais). Para ¢ um namero real positivo, define-se a aplicagao Log;,
sobre (C*)? por:

Log, (C*)? — R?
(Z7w) — (logt"z‘?logt ’w’)

A imagem de uma curva algébrica de equacao P(z,y) = 0 pelo mapa Log,, denotada por A;(P),
é chamada de ameba de base t da curva. O teorema seguinte fornece uma relacao fundamental entre
a geometria algébrica classica e a geometria tropical: qualquer curva tropical é limite de amebas de
curvas algébricas complexas.

Teorema 5.2 (G. Mikhalkin, H. Rullgard). Seja Poo(z,y) = “>, ; ai jx'y’” wm polinémio tropical
e seja oy j um nimero complero nao nulo para cada coeficiente a; ; diferente de —oo. Para qualquer
t > 0, definimos o polinémio complexo Py(x,y) = Zi,j i jt~%iztyl. Entdo a ameba A¢(P;) converge
para a curva tropical definida por Py (z,y) quando t tende ao infinito.

A dequantificagao da reta vista na secdo 4.2 é um caso particular deste enunciado: a ameba em
base t da reta de equacgao t’z — %y +t°1 = 0 converge para a reta tropical definida por “0z + Oy + 0.
Deduzimos o teorema de Viro do teorema acima observando, além outras coisas, que se 0s «; ; sao
nimeros reais, entao as curvas definidas pelos polinémios P;(z,y) sdo curvas algébricas reais.
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5.4. Exercicios.

(1) Construa uma curva tropical real de grau 2 que realiza o mesmo arranjo que uma hipérbole
no R?. Mesma construgcdo com wma pardbola. Pode-se construir uma curva tropical real que
realiza 0 mesmo arranjo que uma elipse?

(2) Com aguda do patchwork, mostre que existe uma curva algébrica real de grau 4 que realiza o
arranjo da figura 12b. Poderd se inspirar com a construcao ilustrada na figura 14.

(3) Mostre que para qualquer graw d, existe uma curva algébrica real plana com w

nentes coneras.

compo-

6. REFERENCIAS

Para nao afogar o leitor numa onda de referéncias mais ou menos acessiveis, referimos apenas os
textos de introdugao a geometria tropical e as suas aplicagoes. Para referéncias mais especializadas,
pode-se reportar as referéncias dos textos citados. Cuidado, alguns autores preferem utilizar o minimo
em vez do méximo na algebra tropical!

As introducoes a geometria tropical [BPS08| e |SS| dirigem-se & leitores com um conhecimento
matematico minimo. Os leitores mais experientes poderao igualmente ler as obras [RGST05], [IMS07]
ou |Gat|. Para gedmetras avancados, aconselhamos os “estados da arte” |[Mik04| e [Mik06|. Para saber
mais sobre o 16° problema de Hilbert, o patchwork, a dequantificacao de Maslov e as amebas de
curvas algébricas, referimos aos textos [Vir01|, [Vir08] e [Mik04| assim como o site |[Vir|.

Para terminar essa introdugao a geometria tropical, acrescentamos que ela se aplica com sucesso
em numerosas areas da matemética, além do 16° problema de Hilbert. Citamos por exemplo a
geometria enumerativa, a combinatoéria, a espelho-simetria, a biologia matematica...
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