
UM POUCO DE GEOMETRIA TROPICALERWAN BRUGALLÉQue estranhas �guras 
om propriedades misteriosas es
ondem-se por trás desse enigmáti
o nomegeometria tropi
al? Entre os trópi
os, assim 
omo em outro lugar, é difí
il en
ontrar algo maissimples do que uma reta. Esse será nosso primeiro objeto de estudo. Uma reta tropi
al é formadapor 3 semi-retas usuais de direções (−1, 0), (0,−1) e (1, 1) emanando dum ponto qualquer do plano.Pode-se perguntar, e 
om razão, porquê 
hamar de reta, tropi
al ou não, este objeto bizarro? Noentanto, pensando bem, observamos que essas retas tropi
ais satisfazem as mesmas propriedadesgeométri
as bási
as que as retas �normais� ou �
lássi
as�: duas retas tropi
ais 
on
orrem num úni
oponto (ver �gura 1b) e dois pontos do plano de�nem uma úni
a reta tropi
al (ver �gura 1
).
a) b) 
)Figura 1. A reta tropi
alMais importante ainda, embora menos visível no desenho, retas 
lássi
as e tropi
ais são ambasdadas por uma equação da forma ax+ by + c = 0. No 
ontexto da álgebra usual, onde 
hamamos deadição uma adição e de multipli
ação uma multipli
ação, re
onhe
emos fa
ilmente uma reta 
lássi
anessa equação. Mas no mundo tropi
al, adi
ionar quer dizer tomar o máximo, multipli
ar signi�
aadi
ionar e todos os objetos alteram de forma! Para dizer a verdade, mesmo �ser igual a 0� tem outrosentido...Geometrias 
lássi
as e tropi
ais, então, são elaboradas segundo os mesmos prin
ípios a partir dedois modos distintos de 
ál
ulo. Elas são as imagens de duas álgebras diferentes.A geometria tropi
al 
ontudo não é apenas uma brin
adeira para matemáti
os deso
upados. Omundo 
lássi
o pode ser degenerado até o mundo tropi
al e os objetos tropi
ais 
onservam natural-mente algumas propriedades dos objetos 
lássi
os dos quais são os limites. Assim, um enun
iadotropi
al tem muita 
han
e de possuir um enun
iado 
lássi
o similar. Porém, os objetos tropi
ais sãolineares por partes e portanto são muito mais simples de se estudar que os seus análogos 
lássi
os!Poderíamos então resumir a abordagem tropi
al pelo seguinte prin
ípio:Estudar objetos simples, enun
iar teoremas sobre objetos 
ompli
adosAs primeiras partes deste texto são dedi
adas à álgebra tropi
al, às 
urvas tropi
ais e algumasdas suas propriedades. Expli
amos em seguida porque as geometrias 
lássi
a e tropi
al são vin
u-ladas, mostrando su
intamente 
omo o mundo 
lássi
o pode ser degenerado até o mundo tropi
al.Traduzido do fran
ês por Edem Amorin (UFMG) & Ni
olas Puignau (UFRJ)1



2 ERWAN BRUGALLÉEm seguida, ilustramos o prin
ípio pre
edente pelo método 
hamado de pat
hwork para 
onstruir
urvas algébri
as reais por meio das amebas. Terminamos este texto dando algumas referên
iasbibliográ�
as.Mas antes de 
omeçar, devemos expli
ar o porquê da palavra �tropi
al�. Seria devido à formaexóti
a dos objetos 
onsiderados? À presença de amebas 
om esqueleto? Antes de falar de álgebratropi
al, usava-se o nome mais prátido de álgebra max-plus. É para honrar os trabalhos do seu 
olegabrasileiro Imre Simon, que pesquisadores de informáti
a da Universidade Paris 7 de
idiram tro
ar�max-plus� por �tropi
al�. Deixamos a 
on
lusão à Wikipedia1 sobre a origem da palavra tropi
al: itsimply re�e
ts the Fren
h view on Brazil.1. Álgebra tropi
al1.1. Operações tropi
ais. A álgebra tropi
al é obtida 
onsiderando o 
onjunto dos números reais
R e substituindo a adição pelo máximo e a multipli
ação pela adição. Em outras palavras, sãode�nidas duas novas operações sobre R, 
hamadas de adição e multipli
ação tropi
ais, denotadasrespe
tivamente por � + � e � × � e de�nidas por�x + y� = max(x, y) �x × y� = x + yNeste texto, as operações algébri
as tropi
ais são denotadas entre aspas. Como na multipli
ação
lássi
a, abreviamos muitas vezes �x×y� por �xy�. Vamos nos familiarizar 
om essas duas operaçõesestranhas fazendo alguns 
ál
ulos simples:�1 + 1� = 1, �1 + 2� = 2, �1 + 2 + 3� = 3, �1 × 2� = 3, �1 × (2 + (−1))� = 3,�1 × (−2)� = −1, �(5 + 3)2� = 10Essas duas operações tropi
ais têm muitas propriedades em 
omum 
om a adição e a multipli
ação
lássi
as. Por exemplo, ambas são 
omutativas e a operação � × � é distributiva em relação a � + �(i.e. �(x+y)z� = �xz +yz�). Existem 
ontudo duas diferenças. Em primeiro lugar, a adição tropi
alnão tem elemento neutro em R. Mas qual a importân
ia? Podemos estender naturalmente nossasduas operações tropi
ais a −∞ assim:

∀x ∈ T, �x + (−∞)� = max(x,−∞) = x e �x × (−∞)� = x + (−∞) = −∞onde T = RR ∪ −∞ é o 
onjunto dos números tropi
ais. Então, ao a
res
entar −∞ a R, a adiçãotropi
al possui um elemento neutro. Por outro lado, existe uma diferença mais importante entreadições tropi
al e 
lássi
a: um elemento de R não tem simétri
o para a operação � + �. Em outraspalavras, não é de�nida a subtração tropi
al. Além disso, dessa vez não adianta mais a
res
entarelementos a T para �
riar� simétri
os. Com efeito, � + � é idempotente, isto é, �x+ x� = x para todo
x em T! Então não temos outra opção a não ser adaptar-nos 
om essa ausên
ia de simétri
os para� + �.Porém, a menos desse último ponto, o 
onjunto T munido das operações �+ � e �× � satisfaz todasoutras propriedades de um 
orpo. Por exemplo, 0 é o elemento neutro da multipli
ação tropi
ale qualquer elemento x de T distinto de −∞ tem 
omo inverso � 1

x
� = −x. Dizemos que T é umsemi-
orpo.Cuidado a não ir rápido demais na es
rita de fórmulas tropi
ais! Assim, �2x� 6= �x + x� mas�2x� = x + 2, também �1x� 6= x mas �1x� = x + 1, ou ainda �0x� = x e �(−1)x� = x − 1.115 de Março de 2009.



UM POUCO DE GEOMETRIA TROPICAL 31.2. Polin�mios tropi
ais. Após ter de�nido a adição e a multipli
ação tropi
ais, 
hegamos na-turalmente a 
onsiderar funções do tipo P (x) = � ∑d
i=0 aix

i� 
om os ai em T, isto é polin�miostropi
ais 2. Rees
revendo P (x) 
om as notações 
lássi
as, obtem-se P (x) = maxd
i=1(ai + ix). Abaixoalguns exemplos de polin�mios tropi
ais:�x� = x, �1 + x� = max(1, x), �1 + x + 3x2� = max(1, x, 2x + 3),�1 + x + 3x2 + (−2)x3� = max(1, x, 2x + 3, 3x − 2)Determinamos agora as raízes de um polin�mio tropi
al. Mas antes de mais nada, o que é umaraiz tropi
al? En
ontramos aqui um problema frequente da matemáti
a tropi
al: uma noção 
lássi
atem várias de�nições equivalentes que não são mais equivalentes no mundo tropi
al. Cada de�niçãodum mesmo objeto 
lássi
o gera então poten
ialmente tantos quantos objetos tropi
ais diferentes.A primeira de�nição de uma raiz de um polin�mio 
lássi
o P (x) é um elemento x0 tal que P (x0) =

0. Se levamos esta de�nição para a álgebra tropi
al, pro
uramos então os elementos x0 em T taisque P (x0) = −∞. Porém, se a0 é o termo 
onstante do polin�mio P (x) então P (x) ≥ a0 para todo xem T. Então, se a0 6= −∞, o polin�mio P (x) não tem raiz... Esta de�nição não é muito satisfatória.Alternativamente, x0 é uma raiz 
lássi
a do polin�mio P (x) se existe um polin�mio Q(x) talque P (x) = (x − x0)Q(x). Vamos ver agora que esta de�nição é a boa na álgebra tropi
al. Para
ompreendê-la, adotamos um ponto de vista geométri
o sobre o problema. Um polin�mio tropi
al éuma função a�m por partes (ver �gura 2) e 
hamamos raízes tropi
ais do polin�mio P (x) qualquerponto x0 de T para os quais o grá�
o de P (x) tem uma �quina� em x0. Além disso, a diferença entreduas in
linações adja
entes a uma raiz tropi
al 
orresponde a multipli
idade dessa raiz. Assim, opolin�mio �0 + x� tem 
omo raiz simples 0, o polin�mio �0 + x + (−1)x2� tem 
omo raízes simples 0e 1 e o polin�mio �0 + x2� tem 0 
omo raiz dupla.
(− 8, − 8) 0

0

(− 8, − 8) 0

0

1 (− 8, − 8) 0

0

a) P (x) = �0 + x� b) P (x) = �0 + x + (−1)x2� b) P (x) = �0 + x2�Figura 2. Exemplos de grá�
os de polin�mios tropi
aisAs raízes tropi
ais do polin�mio P (x) = � ∑d
i=0 aix

i� = maxd
i=1(ai + ix) são então exatamenteos números tropi
ais x0 para os quais existe i 6= j tais que P (x0) = ai + ix0 = aj + jx0. Dizemosque o máximo de P (x) é atingido duas vezes (pelo menos) em x0. Neste 
aso, a multipli
idade de

x0 é o máximo de |i − j| entre todos os i e j possíveis que 
umpram este máximo. Por exemplo, omáximo de P (x) = �0+x+x2� é atingido 3 vezes em 0 e a multipli
idade dessa raiz é 2. De maneiraequivalente, x0 é uma raiz tropi
al de multipli
idade k de P (x) se existir um polin�mio Q(x) tal que
P (x) = �(x + x0)

kQ(x)�. Notemos que o fator x − x0 na álgebra 
lássi
a é transformado no fator�x + x0�, dado que a raiz polin�mio �x + x0� é x0 e não −x0.Essa de�nição de raiz tropi
al pare
e 
laramente mais satisfatória que a primeira. De fato, temosa proposição seguinte:2Consideramos 
om efeito as funções polyn�miais em vez dos polin�mios.



4 ERWAN BRUGALLÉProposição 1.1. O semi
orpo tropi
al é algebri
amente fe
hado, isto é, qualquer polin�mio tropi
alde grau d tem exatamente d raízes tropi
ais 
ontadas 
om multipli
idade.Por exemplo, temos as fatorações seguintes3:�0 + x + (−1)x2� = �(−1)(x + 0)(x + 1)� et �0 + x2� = �(x + 0)2�1.3. Exer
í
ios.(1) Como o fato da adição tropi
al ser idempotente impede a existên
ia de simétri
os para essaadição?(2) Construa os gráfos dos polin�mios tropi
ais P (x) = �x3 + 2x2 + 3x + (−1)� e Q(x) =�x3 + (−2)x2 + 2x + (−1)�, e determine as suas raízes tropi
ais.(3) Seja a em R e b e c em T. Determine as raízes polinomiais tropi
ais de �ax+b� e �ax2+bx+c�.2. Curvas tropi
ais2.1. De�nição. Não vamos nos assustar e vamos aumentar o número de variáveis dos nossos polin�-mios. Um polin�mio tropi
al em duas variáveis é es
rito 
omo P (x, y) = � ∑
i,j ai,jx

iyj�, ou ainda
P (x, y) = maxi,j(ai,j + ix + jy) na notação 
lássi
a. Assim P (x, y) é ainda uma função a�m porpartes, e a 
urva tropi
al de�nida por P (x, y) é o lugar dos quinas dessa função. Em outras palavras,é 
onstituída dos pontos (x0, y0) de T

2 para os quais o máximo de P (x, y) é atingido pelo menosduas vezes em (x0, y0).Confessamos imediatamente que estaremos satisfeitos neste texto em estudar as 
urvas tropi
aisem R
2 em vez de T

2. Isso não prejudi
a a generalidade do que é dis
utido aqui e ainda as de�nições,os enun
iados e os desenhos �
am mais simples e mais 
ompreensíveis.Olhemos a reta tropi
al de�nida pelo polin�mio P (x, y) = � 1
2 + 2x + (−5)y� . É ne
essário entãopro
urar os pontos (x0, y0) no R

2 que veri�
am um dos três sistemas seguinte:
2 + x0 =

1

2
≥ −5 + y0, −5 + y0 =

1

2
≥ 2 + x0, 2 + x0 = −5 + y0 ≥

1

2A nossa reta tropi
al então é 
onstituída das três semi-retas {(−3
2 , y) | y ≤ 11

2 }, {(x, 11
2 ) | x ≤ −3

2},e {(x, x + 7) | x ≥ −3
2} (ver a �gura 3a).

2

2

a) � 1
2 + 2x + (−5)y� b) �3 + 2x + 2y + 3xy + y2 + x2� 
) �0 + x + y2 + (−1)x2�Figura 3. Algumas 
urvas tropi
aisFalta-nos ainda um dado para de�nir rigorosamente uma 
urva tropi
al. O lugar das quinas dumpolin�mio tropi
al 
om duas variáveis é 
onstituído de segmentos e semi-retas, 
hamados de arestas,3Outra vez, essas igualdades são verdadeiras em relação às funções polin�miais, não em relação aos polin�mios!Assim, �0 + x

2� et �(0 + x)2� são iguais 
omo funções polinomiais, mas não 
omo polin�mios.



UM POUCO DE GEOMETRIA TROPICAL 5os quais se 
ortam em pontos, 
hamados de vérti
es. Como no 
aso de polin�mios de uma variável,devemos 
onsiderar, para 
ada aresta, a diferença de in
linação de P (x, y) dos dois lados dessa aresta.Chegamos assim à seguinte de�nição formal.De�nição 2.1. Seja P (x, y) = � ∑
i,j ai,jx

iyj� um polin�mio tropi
al. A 
urva tropi
al C de�nidapor P (x, y) é o 
onjunto dos pontos (x0, y0) de R
2 tais que existam (i, j) 6= (k, l) que veri�quem

P (x0, y0) = ai,j + ix0 + jy0 = ak,l + kx0 + ly0.Considerando uma aresta de C, de�nimos o peso dessa aresta 
omo o máximo dos MDC dosnúmeros |i − k| e |j − l| para 
ada par (i, j) e (k, l) 
orrespondendo a essa aresta.Nos desenhos, es
reveremos o peso duma aresta ao lado dessa apenas se o peso for pelo menos 2.No 
aso da reta tropi
al, todas as arestas são de peso 1, então a �gura 3a des
reve efetivamente umareta tropi
al. Dois exemplos de 
urvas tropi
ais de grau 2 são representados nas �guras 3b e 
. A
�ni
a tropi
al da �gura 3
 tem duas arestas de peso 2.2.2. Subdivisão dual. Um polin�mio tropi
al P (x, y) é então dado pelo máximo de um número�nito de funções a�ns, que são os mon�mios de P (x, y). Além disso, os pontos do plano pelos quaisao menos dois mon�mios realizam este máximo são pre
isamente os pontos da 
urva tropi
al de�nidapor P (x, y). Re�namos um pou
o este estudo e para 
ada ponto (x0, y0) de C, 
onsideramos todosos mon�mios de P (x, y) que realizam este máximo em (x0, y0).Estudamos em primeiro lugar o 
aso da reta tropi
al C de�nida por P (x, y) = � 1
2 + 2x + (−5)y�(ver �gura 3a). No ponto (−3

2 , 11
2 ), o vérti
e da reta, os três mon�mios 1

2 = 1
2x0y0, 2x = 2x1y0e (−5)y = (−5)x0y1 têm o mesmo valor. Os expoentes destes mon�mios, isso é, os pontos (0, 0),

(1, 0) e (0, 1), de�nem um triângulo ∆1 (ver �gure 4a). Ao longo da aresta horizontal de C, o valordo polin�mio P (x, y) é dado pelos mon�mios 0 e y, isto é, pelos mon�mios de expoentes (0, 0) e
(0, 1). O segmento de�nido por estes dois expoentes é então a aresta verti
al do triângulo ∆1. Domesmo modo, os mon�mios que dão o valor de P (x, y) ao longo da aresta verti
al (respe
tivamentede in
linação 1) de C têm expoentes (0, 0) e (1, 0) (respe
tivamente (1, 0) e (0, 1)) e o segmentode�nido por estes expoentes é a aresta horizontal (respe
tivamente de in
linação −1) do triângulo
∆1.O que lembrar deste 
urto exer
í
io? Olhando os mon�mios que dão o valor do polin�mio tropi
al
P (x, y) num ponto da reta tropi
al C, vemos que o vérti
e de C 
orresponde ao triângulo ∆1 e que
ada aresta e de C 
orresponde a uma aresta de ∆1 
uja direção é perpendi
ular à de e.Olhemos agora a 
�ni
a tropi
al de�nida pelo polin�mio P (x, y) = �3 + 2x + 2y + 3xy + x2 + y2�,representada na �gura 3b. Essa 
urva tem por vérti
es os quatro pontos (−1, 1), (−1, 2), (1,−1) e
(2,−1). Em 
ada um destes vérti
es (x0, y0), o valor do polin�mio P (x, y) é dado por três mon�mios:

P (−1, 1) = 3 = y0 + 2 = x0 + y0 + 3 P (−1, 2) = y0 + 2 = x0 + y0 + 3 = 2y0

P (1,−1) = 3 = x0 + 2 = x0 + y0 + 3 P (2,−1) = x0 + 2 = x0 + y0 + 3 = 2x0Assim, para 
ada vérti
e de C, os expoentes dos três mon�mios 
orrespondentes de�nem um triân-gulo, e esses quatro triângulos são dispostos 
omo na �gura 4b. Além disso, 
omo no 
aso da reta,para 
ada aresta e de C, os expoentes dos mon�mios que dão o valor de P (x, y) ao longo de e de�nemuma aresta (ou duas) desses triângulos e a direção dessa aresta é perpendi
ular à de e.Expli
aremos agora este fen�meno em toda generalidade. Seja P (x, y) = � ∑
i,j ai,jx

iyj� umpolin�mio tropi
al qualquer. O grau de P (x, y) é o máximo das somas i + j para os 
oe�
ientes
ai,j diferentes de −∞. Para simpli�
ar, todos os polin�mios de grau d 
onsiderados neste textosatisfazem a0,0 6= −∞, ad,0 6= −∞ e a0,d 6= −∞. Assim, a envoltória 
onvexa dos pontos (i, j) taisque ai,j 6= −∞ é o triângulo ∆d de vérti
es (0, 0), (d, 0) e (0, d).



6 ERWAN BRUGALLÉSe v = (x0, y0) é um vérti
e de C, então a envoltória 
onvexa dos pontos (i, j) em ∆d ∩ Z
2 taisque P (x0, y0) = ai,j + ix0 + jy0 é um polígono ∆v in
luído em ∆d. Do mesmo modo, se (x0, y0) é umponto no interior duma aresta e, então a envoltória 
onvexa dos pontos (i, j) em ∆d ∩ Z

2 tais que
P (x0, y0) = ai,j + ix0 + jy0 é um segmento δe in
luído em ∆d. Como o polin�mio tropi
al P (x, y) éuma função 
onvexa a�m por partes, a união dos ∆v forma uma subdivisão ∆d. Em outras palavras,a união dos polígonos ∆v é igual ao triângulo ∆d e dois polígonos de ∆v e ∆v′ têm ou uma aresta
omum, ou um vérti
e 
omum, ou não se 
ruzam. Além disso, se e é uma aresta de C adja
ente aovérti
e v, então δe é uma aresta de ∆v, e as direções de e e δe são perpendi
ulares. Esta subdivisão
∆d é 
hamada a subdivisão dual à 
urva C.Por exemplo, as subdivisões duais às 
urvas tropi
ais da �gura 3 são desenhadas na �gura 4 (ospontos pretos representam os pontos 
om 
oordenadas inteiras e não são ne
essariamente vérti
es dasubdivisão).Observamos que e é uma aresta de peso w em C se e só se o segmento δe 
ontem w + 1 pontosem Z

2. Assim, o grau duma 
urva tropi
al pode ser lido diretamente na 
urva: é a soma dos pesosdas arestas in�nitas na direção (−1, 0) (ou (0,−1), ou ainda (1, 1)). Além disso, uma 
urva tropi
alé dada pela sua subdivisão dual, a menos de translação e 
omprimento das arestas.
a) b) 
)Figura 4. Algumas subdivisões duais2.3. Grafos equilibrados e 
urvas tropi
ais. A primeira 
onsequên
ia dessa dualidade é o fatoque uma 
erta equação, 
hamada de relação de equilíbrio, é veri�
ada em todos os vérti
es duma
urva tropi
al. Seja v um vérti
e de C adja
ente às arestas e1, . . . , ek de pesos respe
tivamente

w1, . . . , wk. Como ei é suportado por uma reta (no sentido usual) 
uja equação tem 
oe�
ientesinteiros, existe um úni
o vetor inteiro ~vi = (α, β) em ei 
om MDC(α, β) = 1 e de origem o vérti
e
v (ver �gura 5a). Depois da seção pre
edente, o polígono ∆v dual a v deduz-se imediatamente dosvetores w1~v1, . . . , wk~vk: se orientamos o bordo de ∆v no sentido inverso dos ponteiros dum relógio,então 
ada aresta δei

de ∆v dual a ei é obtida a partir do vetor wi~vI por rotação de ângulo π
2 (ver�gura 5b).Dado que ∆v é fe
hado, lemos então imediatamento a relação de equilíbrio seguinte:

k∑

i=1

wi~vi = 0Um grafo no R
2 que veri�
a a relação de equilíbrio em todos os seus vérti
es é 
hamado de grafoequilibrado. A
abamos então de monstrar que uma 
urva tropi
al é sempre um grafo equilibrado.Temos que a re
ípro
a é verdadeira.Teorema 2.2. As 
urvas tropi
ais no R

2 são exatamente os grafos equilibrados.Assim, pode-se a�rmar que existem polin�mios tropi
ais de grau 3 
ujas 
urvas tropi
ais são osgráfos equilibrados representados na �gura 6. Também representamos para 
ada 
aso a subdivisãode ∆3 dual à 
urva.



UM POUCO DE GEOMETRIA TROPICAL 7
3

v
∆ va) b)Figura 5. Relações de equilíbrio

2a) b) 
)Figura 62.4. Exer
í
ios.(1) Desenhe as 
urvas tropi
ais de�nidas pelos polin�mios tropi
ais: P (x, y) = �5 + 5x + 5y +
4xy + 1y2 + x2� e Q(x, y) = �7 + 4x + y + 4xy + 3y2 + (−3)x2�, assim 
omo suas subdivisõesduais.(2) Um triângulo tropi
al é uma região de R

2 delimitada por três retas tropi
ais. Quais são asformas possíveis dum triângulo tropi
al?(3) Mostre que uma 
urva tropi
al de grau d tem no máximo d2 vérti
es.(4) En
ontre uma equação para 
ada 
urva tropi
al da �gura 6. Lembramos que se v é um vérti
eduma 
urva tropi
al de�nida pelo polin�mio tropi
al P (x, y), então o valor de P (x, y) numavizinhança de v é dado uni
amente pelos mon�mios 
orrespondendo ao polígono dual a v.3. Interseção tropi
al3.1. Teorema de Bézout. Um dos maiores interesses da geometria tropi
al é forne
er um modelosimples da geometria algébri
a. Por exemplo, teoremas bási
os sobre a interseção de 
urvas tropi
aispre
isam de uma bagagem algébri
a 
laramente menos importante que os seus homólogos 
lássi
os.Vamos ilustrar este prin
ípio 
om o teorema de Bézout, qual a�rma que duas 
urvas algébri
as planasde grau d1 e d2 
ortam-se em d1d2 pontos 4. Antes do 
aso geral, olhamos primeiro as retas e as
�ni
as tropi
ais.Ex
eto por a
idente, duas retas tropi
ais se 
ortam num ponto úni
o (ver �gura 7a), tal 
omo emgeometria 
lássi
a. Agora, uma reta e uma 
�ni
a tropi
al 
ortam-se em dois pontos? Se 
ontamos4Cuidado, isso é um teorema da geometria projetiva! Por exemplo, duas retas a�ns podem ser paralelas...



8 ERWAN BRUGALLÉsimplesmente o número de pontos de interseção, a resposta é: às vezes sim (�gure 7b), às vezes não(�gura 7
)...
a) b) 
)Figura 7. Interseção de retas et de 
oni
as tropi
aisCom efeito, o úni
o ponto de interseção da 
�ni
a e da reta tropi
ais na �gura 7
 deve ser 
ontado2 vezes. Mas por que 2 aqui e 1 nos 
asos pre
edentes? A resposta en
ontra-se na subdivisão dualda união das duas 
urvas.Observamos primeiro que a união de duas 
urvas tropi
ais C1 e C2 é ainda uma 
urva tropi
al.Com efeito, é fa
íl 
onferir que a união de dois grafos equilibrados é ainda um grafo equilibrado, poroutro lado, vemos que se as 
urvas tropi
ais C1 e C2 são respe
tivamente de�nidas pelos polin�miostropi
ais P1(x, y) e P2(x, y), então o polin�mio Q(x, y) = �P1(x, y)P2(x, y)� de�ne pre
isamente a
urva C1 ∪ C2. Além disso, o grau de C1 ∪ C2 é a soma dos graus de C1 e C2. Assim, faz realmentesentido falar da subdivisão dual à 
urva C1 ∪ C2.As subdivisões duais à união das 
urvas C1 e C2 em 
ada 
aso da �gura 7 é representada na �gura8. Em 
ada um deles, os vérti
es de C1 ∪ C2 são os vérti
es de C1, os vérti
es de C2 e os pontosda interseção de C1 
om C2. Mas 
omo 
ada ponto de C1 ∩ C2 é a interseção duma aresta de C1 eduma aresta de C2, o polígono dual de tal vérti
e de C1 ∪ C2 é um paralelogramo. Para tornar a�gura 8 mais transparente, desenhamos 
ada aresta da subdivisão dual da mesma 
or que sua arestadual. Constatamos então que nas �guras 8a e b, os paralelogramos que 
orrespondem são de área 1,enquanto o paralelogramo da subdivisão da �gura 8
 é de área 2! Assim, pare
e que devemos 
ontar
ada ponto de interseção 
om a multipli
idade de�nida abaixo.

a) b) 
)Figura 8. Subdivisões duais à união das 
urvas da �gura 7De�nição 3.1. Sejam C1 e C2 duas 
urvas tropi
ais 
ruzando-se num número �nito de pontos efora dos vérti
es das duas 
urvas e seja p um ponto de interseção de C1 
om C2. A multipli
idade



UM POUCO DE GEOMETRIA TROPICAL 9tropi
al de p 
omo ponto de interseção de C1 
om C2 é a área do paralelogramo dual a p na subdivisãodual a C1 ∪ C2.Com esta de�nição, demonstrar o teorema de Bézout tropi
al torna-se uma brin
adeira.Teorema 3.2. Sejam C1 e C2 duas 
urvas tropi
ais de grau d1 e d2 
ruzando-se num número �nitode pontos e fora dos vérti
es das duas 
urvas. Então, a soma das multipli
idades tropi
ais dos pontosde interseção de C1 e de C2 é igual à d1d2.Demonstração. Denotemos por s essa soma. Existem três tipos de polígonos na subdivisão dual à
urva tropi
al C1 ∪ C2:
• os duais a um vérti
e de C1. A soma de suas áreas vale a área de ∆d1

, isto é, d2

1

2 .
• os duais a um vérti
e de C2. A soma de suas áreas vale d2

2

2 .
• os duais a um ponto de interseção de C1 
om C2. A soma das áreas deles vale s.

�3.2. Interseção estável. Consideramos por enquanto apenas as 
urvas tropi
ais 
ruzando-se �agra-davelmente�, isto é, num número �nito de pontos e fora dos vérti
es. Mas que podemos dizer nosdois 
asos representados nas �guras 9a (duas retas tropi
ais 
ruzam-se ao longo duma aresta) e b(uma reta passando pelo vérti
e duma 
�ni
a)? Felizmente, temos mais de um truque tropi
al nonosso bolso.
εv

ε v

a) b) 
) d)Figura 9. Interseções não-transversais et translaçõesSeja ε um pequeno número real e ~v um vetor 
uja razão das 
oordenadas é um número irra
ional.Se transladamos em 
ada 
aso uma das duas 
urvas pelo vetor ε~v, terminamos então no 
aso dumainterseção agradável (ver �guras 9
 e d). Evidentemente os nossos novos pontos de interseção de-pendem do vetor ε~v. Por outro lado, o limite destes pontos quando ε tende para 0 não depende de
~v, eles são os pontos de interseção estável das duas 
urvas. A multipli
idade daqueles é a soma dasmultipli
idades dos pontos de interseção da qual são limites.Por exemplo, o ponto de interseção estável das duas retas da �gura 9a é o vérti
e da reta daesquerda, de multipli
idade 1. Nossas duas retas tropi
ais 
ruzam-se bem num ponto úni
o. Oponto de interseção estável das duas 
urvas da �gura 9b é o vérti
e da 
�ni
a, de multipli
idade 2.Observamos que a interseção estável de duas 
urvas tropi
ais é 
on
entrada nos pontos de in-terseção isolados e nos vérti
es das duas 
urvas. Graças à interseção estável, podemos remover doTeorema de Bézout tropi
al as hipóteses de bom posi
ionamento das duas 
urvas.Teorema 3.3. Sejam C1 e C2 duas 
urvas tropi
ais de grau d1 e d2. Então a soma das multipli
i-dades dos pontos de interseção estáveis de C1 
om C2 vale d1d2.



10 ERWAN BRUGALLÉDes
obrimos pelo a
aso um fen�meno tropi
al surpreendente: uma 
urva tropi
al tem uma auto-interseção bem de�nida5! Com efeito é su�
iente 
onsiderar a interseção estável dessa 
urva tropi
al
onsigo mesma. Segundo o que pre
ede, esta auto-interseção é 
on
entrada nos vérti
es da 
urva(ver �gura 10).
Figura 10. 4 pontos de auto-interseção duma 
oni
a tropi
al3.3. Exer
í
ios.(1) Determine os pontos de interseção estável das duas 
urvas tropi
ais do exer
í
io 1 da seção2, bem 
omo as multipli
idades deles.(2) Um ponto duplo duma 
urva tropi
al é a interseção de duas de suas arestas. Mostre que uma
�ni
a tropi
al 
om um ponto duplo é a união de duas retas tropi
ais. Pode-se 
onsideraruma reta passando pelo ponto duplo e por um outro vérti
e da 
�ni
a.(3) Mostre que uma 
urva tropi
al de grau 3 
om dois pontos duplos é a união duma reta e duma
�ni
a tropi
al. Mostre que uma 
urva tropi
al de grau 3 
om três pontos duplos é a uniãode três retas tropi
ais. 4. Algumas expli
açõesParamos alguns momentos no estudo da geometria tropi
al 
omo tal e damos algumas razões dovín
ulo muito forte entre geometria 
lássi
a e geometria tropi
al. O nosso objetivo é ilustrar espe
ial-mente o fato da geometria tropi
al ser um limite da geometria 
lássi
a. Para resumir grosseiramenteo 
onteúdo desta seção, a geometria tropi
al é a imagem da geometria 
lássi
a pelo logaritmo debase ∞.4.1. Dequanti�
ação de Maslov. Expliquemos primeiro 
omo o semi
orpo tropi
al é obtido na-turalmente 
omo limite de semi
orpos 
lássi
os. Este pro
esso, estudado por Vi
tor Maslov e os seus
olaboradores a partir dos anos 90, 
hama-se dequanti�
ação dos números reais.Um semi
orpo 
onhe
ido é (R+,+,×), o 
onjunto dos números reais positivos ou nulos munidoda adição e da multipli
ação 
lássi
as. Se t é um número estritamente positivo, então o logaritmode base t forne
e uma bijeção entre R+ e T e esta bijeção induz uma estrutura de semi
orpo em Tonde as operações, denotadas por � +t � e � ×t �, são dadas por:�x +t y� = logt(t

x + ty) e �x ×t y� = logt(t
xty) = x + yJá vemos apare
er a adição 
lássi
a tal 
omo uma multipli
ação exóti
a sobre T. Observamos que,por 
onstrução, todos os semi
orpos (T, � +t � , � ×t �) são isomorfos a (R+,+,×). A desigualdade5Em geometria algébri
a 
lássi
a, só o número de pontos de autointerseção duma 
urva plana é de�nido, não a suaposição sobre a 
urva. Uma reta tem auto-interseção num ponto, mas não é 
laro qual é este ponto...



UM POUCO DE GEOMETRIA TROPICAL 11trivial max(x, y) ≤ x + y ≤ 2max(x, y) sobre R+ 
ombinada 
om o 
res
imento da função logaritmonos dá o enquadramento seguinte:
∀t > 0, max(x, y) ≤ �x ×t y� ≤ max(x, y) + logt 2Quando t tende para o in�nito logt 2 tende para 0, e a lei �+t� tende então para a adição tropi
al �+�!Assim, o semi
orpo tropi
al é obtido naturalmente 
omo deformação do 
orpo 
lássi
o (R+,+,×).Ou ainda, podemos ver o semi
orpo 
lássi
o (R++,×) 
omo uma deformação do 
orpo tropi
al, daío uso da palavra �dequanti�
ação�.4.2. Dequanti�
ação duma reta do plano. Vamos apli
ar um ra
io
ínio semelhante 
om a retade equação x− y +1 no plano R

2 (ver �gura 11a). Primeiramente, 
ontraímos os 4 quadrantes sobreo quadrante positivo 
om a função valor absoluto (ver �gura 11b). A imagem pelo logaritmo de base
t desta reta 
ontraída no (R∗

+)2 pare
e o desenho da �gura 11
. Por de�nição, tomar o logaritmode base t 
oresponde a tomar o logaritmo natural e, em seguida, apli
ar uma homotetia de razão
1

ln t
. Assim, quando t aumenta, a imagem pelo logaritmo de base t do valor absoluto da nossa reta
on
entra-se numa vizinhança da origem e das 3 direções assintóti
as (ver �guras 11
, d e e). Eenquanto t tende para o in�nito, vemos apare
er na �gura 11f... uma reta tropi
al!

a) b) 
) d) e) f)Figura 11. Dequanti�
ação duma reta5. Pat
hworkA �gura 11 lida da esquerda para a direita expli
a-nos 
omo passar duma reta 
lássi
a no planopara uma reta tropi
al. A leitura desta �gura da direita para a esquerda é realmente muito maisinteressante! Com efeito, vemos assim 
omo 
onstruir uma reta 
lássi
a a partir duma reta tropi
al.A té
ni
a 
hamada de pat
hwork é uma generalização desta observação. Espe
i�
amente, ela forne
eum método meramente 
ombinatório de 
onstrução de 
urvas algébri
as reais a partir de 
urvastropi
ais. Mas antes de expli
ar este método em detalhe, voltamos um pou
o no passado.5.1. O 16o problema de Hilbert. Uma 
urva algébri
a real plana é uma 
urva do plano R
2de�nida por uma equação da forma P (x, y) = 0 onde P (x, y) é um polin�mio 
om 
oe�
ientes reais.As 
urvas algébri
as reais de grau 1 e 2 são simples e bem 
onhe
idas: as retas e as 
�ni
as. Enquantoo grau de P (x, y) aumenta, o desenho realizado pela 
urva de equação P (x, y) = 0 pode ser 
ada vezmais 
omplexo. Para 
onven
er-se, é su�
iente dar uma olhada na �gura 12 onde são representadosuma parte dos desenhos possíveis realizados por uma 
urva algébri
a real de grau 4.Um teorema de Axel Harna
k no �m do sé
ulo XIX a�rma que uma 
urva algébri
a real planade grau d tem no máximo d(d−1)+2

2 
omponentes 
onexas. Mas 
omo estas 
omponentes podemsituar-se umas em relação às outras? Chamamos de arranjo duma 
urva algébri
a real plana aposição relativa das suas 
omponentes 
onexas no plano. Por outras palavras, não nos interessamosà posição exa
ta da 
urva no plano, mas apenas ao desenho dela. Por exemplo, se uma 
urva temduas 
omponentes 
onexas limitadas, preo
upamo-nos uni
amente em saber se essas 
omponentes
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a) b) 
) d)Figura 12. Algumas 
urvas algébri
as reais de grau 4estão fora uma da outra (ver �gura 12a) ou não (ver �gura 12
). Durante o segundo 
ongressointerna
ional da matemáti
a em Paris em 1900, David Hilbert enun
iou a sua famosa lista dos 23problemas para o sé
ulo XX e a primeira parte do seu 16o problema pode ser 
ompreendida na suaforma (muito) estendida do seguinte modo:Dado um número inteiro d, estabele
er a lista dos arranjos possíveis das 
urvas algébri
as reais degrau d.No tempo de Hilbert, a resposta era 
onhe
ida para as 
urvas de grau no máximo 4. Apesar deprogressos espe
ta
ulares neste problema no sé
ulo XX, devidos espe
ialmente aos matemáti
os daes
ola russa, numerosas perguntas permane
em ainda sem respostas6...5.2. Curvas reais e 
urvas tropi
ais. Em geral é um problema difí
il 
onstruir uma 
urva al-gébri
a real dum grau dado que realiza um arranjo dado. Há mais de um sé
ulo, os matemáti
ospropuseram numerosos e engenhosos métodos para esse problema. O pat
hwork, inventado por OlegViro nos anos 70, é um dos métodos atuais mais potentes. Nessa épo
a a geometria tropi
al nãoexistia ainda e Viro enun
iou o seu teorema numa linguagem diferente da nossa aqui. Contudoele per
ebeu no �nal dos anos 90 que o pat
hwork podia ser interpretado 
omo uma quanti�
açãodas 
urvas tropi
ais. O pat
hwork é então ler a �gura 11 da direita para a esquerda em vez deesquerda para a direita. Graças a esta nova interpretação, Grigory Mikhalkin generalizou imediata-mente depois o método de Viro original. Damos aqui uma versão simpli�
ada do pat
hwork, o leitorinteressado en
ontrará uma versão mais 
ompleta nas referên
ias indi
adas na seção 6.Doravante, se a e b são dois números inteiros, denotamos por sa,b : R

2 → R
2 a 
omposta de asimetrias em relação ao eixo das ab
issas 
om b simetrias em relação ao eixo das ordenadas. Assimsó os valores modulo 2 de a e b são importantes e s0,0 é a função identidade, s1,0 é a simetria emrelação ao eixo das ab
issas, s0,1 é a simetria em relação ao eixo das ordenadas e s1,1 é a simetriaem relação à origem.Expli
aremos agora em detalhe o pro
edimento do pat
hwork. Tomamos uma 
urva tropi
al Cde grau d tendo apenas arestas de peso ímpar e tal que todos os polígonos da subdivisão dualsão triângulos. Por exemplo, es
olhamos a reta tropi
al da �gura 13a. Para 
ada aresta e de C,es
olhamos um vetor ~ve = (αe, βe) diretor de e 
om αe e βe dois números inteiros primos entre si.Para a reta tropi
al, es
olhamos os vetores (1, 0), (0, 1) e (1, 1). Agora 
onsideramos que o R

2 noqual mora a nossa 
urva tropi
al é na realidade o quadrante positivo (R∗

+)2 de R
2 e tomamos a uniãoda nossa 
urva tropi
al 
om as suas 
ópias simétri
as em relação aos eixos. No 
aso da reta tropi
al,6Um problema mais razoável e natural 
onsiste em olhar os arranjos das 
omponentes 
onexas das 
urvas algébri
asreais projetivas singulares. Para esse problema mais restrito, a resposta é atualmente 
onhe
ida até o grau 7. É umteorema de Oleg Viro e o pat
hwork é um instrumento essen
ial da demonstração.



UM POUCO DE GEOMETRIA TROPICAL 13obtemos então a �gura 13b. Para 
ada aresta e da nossa 
urva, apagamos e′ e e′′, duas das quatro
ópias simétri
as de e, de a
ordo 
om as duas regras seguintes:
• e′ = sαe,βe

(e′′),
• para 
ada vérti
e v de C adja
ente às arestas e1, e2 e e3 e para 
ada par (ε1, ε2) em {0, 1}2,exatamente uma ou três das 
ópias sε1,ε2

(e1), sε1,ε2
(e2) e sε1,ε2

(e3) são apagadas.Chamamos o resultado de uma 
urva tropi
al real. Por exemplo se C é uma reta tropi
al, é possívelapagar seis das 
ópias simétri
as das arestas de C de a
ordo 
om estas duas regras para obter a retatropi
al real representada na �gura 13
. Mesmo se essa 
urva tropi
al real não é verdadeiramenteuma reta, aquela realiza o mesmo arranjo que uma reta 
lássi
a no R
2 (ver �gure 13d)! Isto não é
asualidade, mas um teorema.

a) b) 
) d)Figura 13. Pat
hwork duma retaTeorema 5.1 (O. Viro). Qualquer 
urva tropi
al real de grau d realiza o mesmo arranjo que uma
urva algébri
a real de grau d.Queremos enfatizar a beleza e profundidade de tal enun
iado! Com efeito, se uma 
urva tropi
alreal 
onstrói-se de a
ordo 
om regras 
ombinatórias, então pare
e assemelhar-se a uma trapaçaa�rmar que ela possa ter uma relação qualquer 
om uma 
urva algébri
a real! Não o faremos aqui,mas o teorema de Viro possibilita até mesmo determinar a equação de uma 
urva algébri
a realque realiza o mesmo arranjo que uma 
urva tropi
al real dada. Utilizemos agora este teorema paramostrar a existên
ia de duas 
urvas algébri
as reais, uma de grau 3 e a outra de grau 6.Primeiramente, 
onsideramos a 
urva tropi
al de grau 3 representado na �gura 14a. Por umaes
olha 
onveniente de arestas a apagar, as �guras 14b e 
 representam as duas etapas do pro
edi-mento do pat
hwork. Provamos então a existên
ia de uma 
urva algébri
a real de grau 3 semelhanteao desenho da �gura 14d.
a) b) 
) d)Figura 14. Pat
hwork duma 
úbi
a



14 ERWAN BRUGALLÉPara terminar, vamos 
onsiderar a 
urva tropi
al de grau 6 representada na �gura 15a. Parauma es
olha 
onveniente de arestas a apagar, o pro
edimento do pat
hwork dá a 
urva da �gura15
. Uma 
urva algébri
a real de grau 6 que realiza o mesmo arranjo que essa 
urva tropi
al realfoi ini
ialmente 
onstruída por Gudkov, dum jeito muito mais 
ompli
ado, nos anos 60. Para 
ontaruma anedota, Hilbert a�rmava em 1900 que tal 
urva não podia existir...5.3. Amebas. Se a dequanti�
ação duma reta é a ideia por trás do pat
hwork em sua maior ge-neralidade, a prova do teorema de Viro é ligeiramente mais té
ni
a para es
rever rigorosamente.Fi
aremos satisfeitos em esboçar os 
ontornos.

a) b) 
)Figura 15. Curvas de GudkovEm primero lugar, o 
orpo R não sendo algebri
amente fe
hado, devemos trabalhar não 
om 
urvasalgébri
as reais, mas mais geralmente 
om 
urvas algébri
as 
omplexas, isso é os sub
onjuntos de
(C∗)2 de�nidos por uma equação da forma P (x, y) = 0, onde P (x, y) é um polin�mio 
om 
oe�
ientes
omplexos (que podem então ser reais). Para t um número real positivo, de�ne-se a apli
ação Logtsobre (C∗)2 por: Logt (C∗)2 −→ R

2

(z,w) 7−→ (logt |z|, logt |w|)A imagem de uma 
urva algébri
a de equação P (x, y) = 0 pelo mapa Logt, denotada por At(P ),é 
hamada de ameba de base t da 
urva. O teorema seguinte forne
e uma relação fundamental entrea geometria algébri
a 
lássi
a e a geometria tropi
al: qualquer 
urva tropi
al é limite de amebas de
urvas algébri
as 
omplexas.Teorema 5.2 (G. Mikhalkin, H. Rullgård). Seja P∞(x, y) = � ∑
i,j ai,jx

iyj� um polin�mio tropi
ale seja αi,j um número 
omplexo não nulo para 
ada 
oe�
iente ai,j diferente de −∞. Para qualquer
t > 0, de�nimos o polin�mio 
omplexo Pt(x, y) =

∑
i,j αi,jt

−ai,jxiyj. Então a ameba At(Pt) 
onvergepara a 
urva tropi
al de�nida por P∞(x, y) quando t tende ao in�nito.A dequanti�
ação da reta vista na seção 4.2 é um 
aso parti
ular deste enun
iado: a ameba embase t da reta de equação t0x− t0y + t01 = 0 
onverge para a reta tropi
al de�nida por �0x+0y +0�.Deduzimos o teorema de Viro do teorema a
ima observando, além outras 
oisas, que se os αi,j sãonúmeros reais, então as 
urvas de�nidas pelos polin�mios Pt(x, y) são 
urvas algébri
as reais.



UM POUCO DE GEOMETRIA TROPICAL 155.4. Exer
í
ios.(1) Construa uma 
urva tropi
al real de grau 2 que realiza o mesmo arranjo que uma hipérboleno R
2. Mesma 
onstrução 
om uma parábola. Pode-se 
onstruir uma 
urva tropi
al real querealiza o mesmo arranjo que uma elipse?(2) Com ajuda do pat
hwork, mostre que existe uma 
urva algébri
a real de grau 4 que realiza oarranjo da �gura 12b. Poderá se inspirar 
om a 
onstrução ilustrada na �gura 14.(3) Mostre que para qualquer grau d, existe uma 
urva algébri
a real plana 
om d(d−1)+2

2 
ompo-nentes 
onexas. 6. Referên
iasPara não afogar o leitor numa onda de referên
ias mais ou menos a
essíveis, referimos apenas ostextos de introdução à geometria tropi
al e as suas apli
ações. Para referên
ias mais espe
ializadas,pode-se reportar às referên
ias dos textos 
itados. Cuidado, alguns autores preferem utilizar o mínimoem vez do máximo na álgebra tropi
al!As introduções à geometria tropi
al [BPS08℄ e [SS℄ dirigem-se à leitores 
om um 
onhe
imentomatemáti
o mínimo. Os leitores mais experientes poderão igualmente ler as obras [RGST05℄, [IMS07℄ou [Gat℄. Para ge�metras avançados, a
onselhamos os �estados da arte� [Mik04℄ e [Mik06℄. Para sabermais sobre o 16o problema de Hilbert, o pat
hwork, a dequanti�
ação de Maslov e as amebas de
urvas algébri
as, referimos aos textos [Vir01℄, [Vir08℄ e [Mik04℄ assim 
omo o site [Vir℄.Para terminar essa introdução à geometria tropi
al, a
res
entamos que ela se apli
a 
om su
essoem numerosas áreas da matemáti
a, além do 16o problema de Hilbert. Citamos por exemplo ageometria enumerativa, a 
ombinatória, a espelho-simetria, a biologia matemáti
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