
UN PEU DE GÉOMÉTRIE TROPICALEERWAN BRUGALLÉQuelles �gures étranges aux propriétés mystérieuses se ahent derrière e nom énigmatique degéométrie tropiale ? Sous les tropiques omme ailleurs, il est di�ile de trouver plus simple qu'unedroite. Ce sera notre premier objet d'étude.Une droite tropiale est formée de 3 demi-droites usuelles de diretions (−1, 0), (0,−1) et (1, 1)émanant d'un point quelonque du plan (voir �gure 1a). On peut se demander ave raison pourquoiappeler une droite, tropiale ou autre, et objet bizarroïde... En s'y penhant de plus près, ononstate que es droites tropiales satisfont les même propriétés géométriques de base que les droites�normales� ou �lassiques� : deux droites tropiales se oupent en un unique point (voir �gure 1b),et deux points du plan dé�nissent une unique droite tropiale (voir �gure 1).
a) b) )Fig. 1. La droite tropialePlus important enore, même si moins visible sur le dessin, droites lassiques et tropiales sonttoutes deux données par une équation de la forme ax + by + c = 0. Dans le adre de l'algèbrestandard, 'est-à-dire en appelant une addition une addition et une multipliation une multipliation,on reonnaît sans peine une droite lassique derrière ette équation. Mais dans le monde tropial,additionner veut dire prendre le maximum, multiplier signi�e additionner, et tous les objets hangentde forme ! Pour dire toute la vérité, même �être égal à 0� prend un autre sens...Géométries lassique et tropiale sont don élaborées suivant les mêmes prinipes à partir de deuxmodes de alul. Elles sont les visages de deux algèbres di�érentes.La géométrie tropiale n'est ependant pas qu'un jeu stérile pour mathématiiens dés÷uvrés. Lemonde lassique peut être dégénéré jusqu'au monde tropial, et les objets tropiaux onservent alorsnaturellement ertaines propriétés des objets lassiques dont ils sont limite. Ainsi, un énoné tropiala de fortes hanes d'avoir un énoné lassique similaire. Or, les objets tropiaux sont linéaires parmoreaux et sont don beauoup plus simples à étudier que leurs homologues lassiques !On pourrait don résumer l'approhe tropiale par le prinipe suivant :Étudier des objets simples, énoner des théorèmes sur des objets ompliquésDate: 28 juillet 2009. 1



2 ERWAN BRUGALLÉLes premières parties de e texte sont onsarées à l'algèbre tropiale, aux ourbes tropialeset à quelques unes de leurs propriétés. Nous expliquons ensuite pourquoi les géométries lassique ettropiale sont liées en montrant suintement omment le monde lassique dégénère jusqu'au mondetropial. Puis nous illustrons le prinipe préédent par la méthode dite du pathwork pour onstruiredes ourbes algébriques réelles via les amibes. Nous terminons e texte en donnant quelques référenesbibliographiques.Mais avant de rentrer dans le vif du sujet, il nous faut expliquer le pourquoi du mot �tropial�.Est-e dû à la forme exotique des objets onsidérés ? À la présene d'amibes à squelette ? Avant deparler d'algèbre tropiale, on employait le nom plus prosaïque d'algèbre max-plus. En l'honneur destravaux de leur ollègue brésilien Imre Simon, des herheurs en informatique de l'Université Paris7 déidèrent un jour de troquer �max-plus� pour �tropial�. Laissons le mot de la �n à Wikipedia 1sur l'origine du mot �tropial�, it simply re�ets the Frenh view on Brazil.1. Algèbre tropiale1.1. Opérations tropiales. L'algèbre tropiale s'obtient en onsidérant l'ensemble des nombresréels R et en remplaçant l'addition par le maximum et la multipliation par l'addition. En d'autrestermes, on dé�nit deux nouvelles lois sur R, appelées addition et multipliation tropiales et notéesrespetivement � + � et � × �, par�x + y� = max(x, y) �x × y� = x + yDans tout e texte, les opérations algébriques tropiales sont notées entre guillemets. Comme pour lamultipliation lassique, nous abrégerons souvent �x × y� en �xy�. Familiarisons nous ave es deuxopérations étranges en e�etuant quelques aluls simples :�1 + 1� = 1, �1 + 2� = 2, �1 + 2 + 3� = 3, �1 × 2� = 3, �1 × (2 + (−1))� = 3,�1 × (−2)� = −1, �(5 + 3)2� = 10Ces deux lois tropiales ont beauoup de propriétés en ommun ave l'addition et la multipliationlassiques. Par exemple, elles sont toutes deux ommutatives et la loi �×� est distributive par rapportà la loi �+� (i.e. �(x+y)z� = �xz+yz�). Il existe ependant deux di�érenes. Tout d'abord, l'additiontropiale n'a pas d'élément neutre sur R. Qu'à ela ne tienne, nous pouvons étendre naturellementnos deux opérations tropiales à −∞ par
∀x ∈ T, �x + (−∞)� = max(x,−∞) = x et �x × (−∞)� = x + (−∞) = −∞où T = R ∪ {−∞} est l'ensemble des nombres tropiaux. Don quitte à ajouter −∞ à R, l'additiontropiale a un élément neutre. En revanhe il existe une di�érene plus importante entre additionstropiale et lassique : un élément de R n'a pas de symétrique pour la loi � + �. Autrement dit, iln'existe pas de soustration tropiale. De plus, ela ne marhe pas ette fois d'ajouter des élémentsà T pour �inventer� des symétriques. En e�et � + � est idempotente, 'est-à-dire �x + x� = x pourtout x dans T ! Nous n'avons don pas d'autre hoix que de nous aommoder de ette absene desymétriques pour � + �.Mais mis à part e dernier point, l'ensemble T muni des lois � + � et � × � satisfait toutes lesautres propriétés d'un orps. Par exemple 0 est l'élément neutre de la multipliation tropiale, ettout élément x de T di�érent de −∞ a pour inverse � 1

x
� = −x. On dit que T est un semi-orps.Attention à ne pas aller trop vite dans l'ériture de formules tropiales ! Ainsi, �2x� 6= �x+x� mais�2x� = x + 2, de même �1x� 6= x mais �1x� = x + 1, ou enore �0x� = x et �(−1)x� = x − 1.115 mars 2009.



UN PEU DE GÉOMÉTRIE TROPICALE 31.2. Polyn�mes tropiaux. Après avoir dé�ni l'addition et la multipliation tropiales, nous ar-rivons naturellement à onsidérer des fontions de la forme P (x) = � ∑d
i=0 aix

i� ave les ai dans T,'est-à-dire des polyn�mes tropiaux2. En réérivant P (x) ave les notations lassiques, on obtient
P (x) = maxd

i=1(ai + ix). Voii quelques exemples de polyn�mes tropiaux :�x� = x, �1 + x� = max(1, x), �1 + x + 3x2� = max(1, x, 2x + 3),�1 + x + 3x2 + (−2)x3� = max(1, x, 2x + 3, 3x − 2)Déterminons maintenant les raines d'un polyn�me tropial. Mais avant tout, qu'est e qu'uneraine tropiale ? Nous renontrons alors un problème réurrent en mathématiques tropiales : unenotion lassique a souvent plusieurs dé�nitions équivalentes qui ne le sont plus dans le monde tropial.Chaque dé�nition d'un même objet lassique produit alors potentiellement autant d'objets tropiauxdi�érents.La première dé�nition d'une raine d'un polyn�me lassique P (x) est un élément x0 tel que
P (x0) = 0. Si on alque ette dé�nition en algèbre tropiale, on herhe alors les éléments x0 dans Ttels que P (x0) = −∞. Or, si a0 est le terme onstant du polyn�me P (x) alors P (x) ≥ a0 pour tout
x dans T. Don si a0 6= −∞, le polyn�me P (x) n'a pas de raine... Cette dé�nition n'est pas trèssatisfaisante.Alternativement, x0 est une raine lassique du polyn�me P (x) si il existe un polyn�me Q(x) telque P (x) = (x − x0)Q(x). Nous allons voir maintenant que ette dé�nition est la bonne en algèbretropiale. Pour le omprendre, adoptons un point de vue géométrique sur le problème. Un polyn�metropial est une fontion a�ne par moreaux (voir �gure 2), et nous appelons raines tropiales dupolyn�me P (x) tout point x0 de T pour lesquels le graphe de P (x) a un oin en x0. De plus ladi�érene des deux pentes adjaentes à une raine tropiale orrespond à l'ordre de ette raine.Ainsi, le polyn�me �0 + x� a pour raine simple 0, le polyn�me �0 + x + (−1)x2� a pour rainessimples 0 et 1, et le polyn�me �0 + x2� a pour raine double 0.
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a) P (x) = �0 + x� b) P (x) = �0 + x + (−1)x2� b) P (x) = �0 + x2�Fig. 2. Exemples de graphe de polyn�mes tropiauxLes raines tropiales du polyn�me P (x) = � ∑d
i=0 aix

i� = maxd
i=1(ai + ix) sont don exatementles nombres tropiaux x0 pour lesquels il existe i 6= j tels que P (x0) = ai + ix0 = aj + jx0. Ondit que le maximum de P (x) est atteint deux fois (au moins) en x0. Dans e as, l'ordre de x0 estle maximum de |i − j| pour tous les i et j possibles qui réalisent e maximum. Par exemple, lemaximum de P (x) = �0 + x + x2� est atteint 3 fois en 0 et l'ordre de ette raine est 2. De manièreéquivalente, x0 est une raine tropiale d'ordre k de P (x) si il existe un polyn�me Q(x) tel que

P (x) = �(x + x0)
kQ(x)�. Notons que le fateur x − x0 en algèbre lassique s'est transformé en lefateur �x + x0�, puisque la raine du polyn�me �x + x0� est x0 et non pas −x0.2Nous onsidérons en fait les fontions polynomiales plut�t que les polyn�mes.



4 ERWAN BRUGALLÉCette dé�nition de raine tropiale a l'air nettement plus satisfaisante que la première. De fait, ona la proposition suivante.Proposition 1.1. Le semi-orps tropial est algébriquement los, 'est-à-dire que tout polyn�metropial de degré d a exatement d raines tropiales omptées ave leur multipliité.Par exemple, on a les fatorisations suivantes3 :�0 + x + (−1)x2� = �(−1)(x + 0)(x + 1)� et �0 + x2� = �(x + 0)2�1.3. Exeries.(1) En quoi le fait que l'addition tropiale soit idempotente empêhe-t-il l'existene de symétriquespour ette addition ?(2) Traer les graphes des polyn�mes tropiaux P (x) = �x3 + 2x2 + 3x + (−1)� et Q(x) =�x3 + (−2)x2 + 2x + (−1)�, et déterminer leurs raines tropiales.(3) Soit a dans R et b et c dans T. Déterminer les raines des polyn�mes tropiaux �ax + b� et�ax2 + bx + c�. 2. Courbes tropiales2.1. Dé�nition. N'ayons peur de rien, augmentons le nombre de variables de nos polyn�mes.Un polyn�me tropial en deux variables s'érit P (x, y) = � ∑
i,j ai,jx

iyj�, ou enore P (x, y) =

maxi,j(ai,j + ix + jy) en notations lassiques. Ainsi P (x, y) est enore une fontion a�ne par mor-eaux, et la ourbe tropiale C dé�nie par P (x, y) est le lieu des oins de ette fontion. Autrementdit, C est onstituée des points (x0, y0) de T
2 pour lesquels le maximum de P (x, y) est atteint aumoins deux fois en (x0, y0).Avouons tout de suite que nous nous ontenterons dans e texte d'étudier les ourbes tropialesdans R

2 au lieu de T
2. Cela n'entame en rien la généralité de e qui est disuté ii, en revanhe lesdé�nitions, les énonés et les dessins deviennent plus simples et ompréhensibles.Regardons la droite tropiale dé�nie par le polyn�me P (x, y) = � 1

2 + 2x + (−5)y� . Il faut donherher les points (x0, y0) dans R
2 qui véri�ent l'un des trois systèmes suivant :

2 + x0 =
1

2
≥ −5 + y0, −5 + y0 =

1

2
≥ 2 + x0, 2 + x0 = −5 + y0 ≥

1

2Notre droite tropiale est don onstituée des trois demi-droites {(−3
2 , y) | y ≤ 11

2 }, {(x, 11
2 ) | x ≤

−3
2}, et {(x, x + 7) | x ≥ −3

2} (voir la �gure 3a).Il nous manque enore une donnée pour dé�nir rigoureusement une ourbe tropiale. Le lieu desoins d'un polyn�me tropial de deux variables est onstitué de segments et de demi-droites, appelésarêtes, qui s'intersetent en des points, appelés sommets. Comme dans le as des polyn�mes en unevariable, nous devons prendre en ompte pour haque arête la di�érene de pente de P (x, y) desdeux �tés de ette arête. On arrive ainsi à la dé�nition formelle suivante.Dé�nition 2.1. Soit P (x, y) = � ∑
i,j ai,jx

iyj� un polyn�me tropial. La ourbe tropiale C dé�niepar P (x, y) est l'ensemble des points (x0, y0) de R
2 tels qu'il existe (i, j) 6= (k, l) véri�ant P (x0, y0) =

ai,j + ix0 + jy0 = ak,l + kx0 + ly0.Étant donné une arête de C, on dé�nit le poids de ette arête omme le maximum des pgcd desnombres |i − k| et |j − l| pour tous les ouples (i, j) et (k, l) orrespondant à ette arête.3Enore une fois, es égalités sont vraies au niveau des fontions polynomiales, pas au niveau des polyn�mes ! Ainsi,�0 + x
2� et �(0 + x)2� sont égales omme fontions polynomiales mais pas omme polyn�mes.
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2

2

a) � 1
2 + 2x + (−5)y� b) �3 + 2x + 2y + 3xy + y2 + x2� ) �0 + x + y2 + (−1)x2�Fig. 3. Quelques ourbes tropialesDans les dessins, on n'érira le poids d'une arête près de elle-i seulement si le poids est au moins2. Dans le as de la droite tropiale, toutes les arêtes sont de poids 1, don la �gure 3a représentebien une droite tropiale. Deux exemples de ourbes tropiales de degré 2 sont représentés sur les�gures 3b et . La onique tropiale de la �gure 3 a deux arêtes de poids 2.2.2. Subdivision duale. Un polyn�me tropial P (x, y) est don donné par le maximum d'unnombre �ni de fontions a�nes qui sont les mon�mes de P (x, y). De plus les points du plan pourlesquels au moins deux des mon�mes réalisent e maximum sont préisément les points de la ourbetropiale C dé�nie par P (x, y). A�nons un peu ette étude et pour haque point (x0, y0) de C,onsidérons tous les mon�mes de P (x, y) qui réalisent e maximum en (x0, y0).Étudions tout d'abord le as de la droite tropiale C dé�nie par P (x, y) = � 1

2 + 2x + (−5)y� (voir�gure 3a). Au point (−3
2 , 11

2 ), le sommet de la droite, les trois mon�mes 1
2 = 1

2x0y0, 2x = 2x1y0 et
(−5)y = (−5)x0y1 ont la même valeur. Les exposants de es mon�mes, 'est-à-dire les points (0, 0),
(1, 0) et (0, 1), dé�nissent un triangle ∆1 (voir �gure 4a). Le long de l'arête horizontale de C, la valeurdu polyn�me P (x, y) est donnée par les mon�mes 0 et y, 'est-à-dire par les mon�mes d'exposants
(0, 0) et (0, 1). Le segment dé�ni par es deux exposants est don l'arête vertiale du triangle ∆1.De même, les mon�mes donnant la valeur de P (x, y) le long de l'arête vertiale (respetivement depente 1) de C sont d'exposants (0, 0) et (1, 0) (respetivement (1, 0) et (0, 1)) et le segment dé�nipar es exposants est l'arête horizontale (respetivement de pente −1) du triangle ∆1.Que retenir de e petit exerie ? En regardant les mon�mes donnant la valeur du polyn�me tropial
P (x, y) en un point de la droite tropiale C, on s'aperçoit que le sommet de C orrespond au triangle
∆1 et que haque arête e de C orrespond à une arête de ∆1 dont la diretion est perpendiulaire àelle de e.Regardons maintenant la onique tropiale dé�nie par le polyn�me P (x, y) = �3+2x+2y +3xy +
x2 + y2� représentée à la �gure 3b. Cette ourbe a pour sommets les quatre points (−1, 1), (−1, 2),
(1,−1) et (2,−1). En haun de es sommets (x0, y0), la valeur du polyn�me P (x, y) est donnée partrois mon�mes :

P (−1, 1) = 3 = y0 + 2 = x0 + y0 + 3 P (−1, 2) = y0 + 2 = x0 + y0 + 3 = 2y0

P (1,−1) = 3 = x0 + 2 = x0 + y0 + 3 P (2,−1) = x0 + 2 = x0 + y0 + 3 = 2x0Ainsi pour haque sommet de C, les exposants des trois mon�mes orrespondant dé�nissent untriangle, et es quatre triangles sont disposés omme sur la �gure 4b. De plus omme dans le asde la droite, pour haque arête e de C, les exposants des mon�mes donnant la valeur de P (x, y)



6 ERWAN BRUGALLÉle long de e dé�nissent une arête d'un (ou deux) de es triangles, et la diretion de ette arête estperpendiulaire à elle de e.Expliquons maintenant e phénomène en toute généralité. Soit P (x, y) = � ∑
i,j ai,jx

iyj� un poly-n�me tropial quelonque. Le degré de P (x, y) est le maximum des sommes i+ j pour les oe�ients
ai,j di�érents de −∞. Par simpliité, tous les polyn�mes de degré d onsidérés dans e texte véri�ent
a0,0 6= −∞, ad,0 6= −∞ et a0,d 6= −∞. Ainsi, l'enveloppe onvexe des points (i, j) tels que ai,j 6= −∞est le triangle ∆d de sommets (0, 0), (d, 0) et (0, d).Si v = (x0, y0) est un sommet de C, alors l'enveloppe onvexe des points (i, j) dans ∆d ∩ Z

2 telsque P (x0, y0) = ai,j + ix0 + jy0 est un polygone ∆v inlus dans ∆d. De même, si (x0, y0) est unpoint à l'intérieur d'une arête e de C, alors l'enveloppe onvexe des points (i, j) dans ∆d ∩ Z
2 telsque P (x0, y0) = ai,j + ix0 + jy0 est un segment δe inlus dans ∆d. Comme le polyn�me tropial

P (x, y) est une fontion onvexe a�ne par moreaux, l'union des ∆v forme une subdivision de ∆d.En d'autres termes l'union des polygones ∆v est égale au triangle ∆d, et deux polygones ∆v et ∆v′ont soit une arête ommune, soit un sommet ommun, soit ne s'intersetent pas. De plus, si e estune arête de C adjaente au sommet v, alors δe est une arête de ∆v, et les diretions de e et de δesont perpendiulaires. Cette subdivision de ∆d est appelée la subdivision duale à C.Par exemple, les subdivisions duales aux ourbes tropiales de la �gure 3 sont dessinées à la �gure4 (les points noirs représentent les points à oordonnées entières, et ne sont pas néessairement dessommets de la subdivision).Remarquons que e est une arête de poids w de C si et seulement si le segment δe ontient w + 1points dans Z2. Ainsi, le degré d'une ourbe tropiale peut se lire diretement sur la ourbe : 'est lasomme des poids des arêtes in�nies dans la diretion (−1, 0) (ou (0,−1), ou enore (1, 1)). De plus,une ourbe tropiale est donnée par sa subdivision duale, à translation et longueur des arêtes près.
a) b) )Fig. 4. Quelques subdivisions duales2.3. Graphes équilibrés et ourbes tropiales. La première onséquene de ette dualité estqu'une ertaine équation, appelée relation d'équilibre, est véri�ée en haun des sommets d'une ourbetropiale. Soit v un sommet de C adjaent aux arêtes e1, . . . , ek de poids respetivement w1, . . . , wk.Comme ei est supportée par une droite (au sens usuel) d'équation à oe�ients entiers, il existe ununique veteur entier ~vi = (α, β) sur ei ave pgcd(α, β) = 1 et d'origine le sommet v (voir �gure5a). D'après la partie préédente, le polygone ∆v dual à v se déduit immédiatement des veteurs

w1~v1, . . . , wk~vk : si on oriente le bord de ∆v dans le sens inverse des aiguilles d'une montre, alorshaque arête δei
de ∆v duale à ei est obtenue à partir du veteur wi~vi par une rotation d'angle π

2(voir �gure 5b).Puisque ∆v est fermé, on lit alors immédiatement sur e dernier la relation d'équilibre suivante :
k∑

i=1

wi~vi = 0
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3

v
∆ va) b)Fig. 5. Relation d'équilibreUn graphe dans R

2 qui véri�e la relation d'équilibre en haun des es sommets est appelé ungraphe équilibré. Nous venons don de voir que toute ourbe tropiale est un graphe équilibré. Il setrouve que la réiproque est vraie.Théoreme 2.2. Les ourbes tropiales dans R
2 sont exatement les graphes équilibrés.Ainsi, on peut a�rmer qu'il existe des polyn�mes tropiaux de degré 3 dont les ourbes tropialessont les graphes équilibrés représentés à la �gure 6. Nous avons aussi représenté dans haque as lasubdivision de ∆3 duale à la ourbe.

2a) b) )Fig. 62.4. Exeries.(1) Dessiner les ourbes tropiales dé�nies par les polyn�mes tropiaux P (x, y) = �5 + 5x + 5y +
4xy + 1y2 + x2� et Q(x, y) = �7 + 4x + y + 4xy + 3y2 + (−3)x2�, ainsi que leur subdivisionduale.(2) Un triangle tropial est un domaine borné de R

2 délimité par trois droites tropiales. Quellessont les formes possibles d'un triangle tropial ?(3) Montrer qu'une ourbe tropiale de degré d a au plus d2 sommets.(4) Trouver une équation pour haune des ourbes tropiales de la �gure 6. Le rappel suivantpeut être utile : si v est un sommet d'une ourbe tropiale dé�nie par un polyn�me tropial
P (x, y), alors la valeur de P (x, y) au voisinage de v est donnée uniquement par les mon�mesorrespondant au polygone dual à v.



8 ERWAN BRUGALLÉ3. Intersetion tropiale3.1. Théorème de Bézout. Un grand intérêt de la géométrie tropiale est de fournir un modèlesimple de la géométrie algébrique. Par exemple, les théorèmes de base sur l'intersetion de ourbestropiales néessitent un bagage algébrique nettement moins important que leurs homologues las-siques. Nous allons illustrer e prinipe ave le théorème de Bézout qui a�rme que deux ourbesalgébriques planes de degré d1 et d2 se oupent en d1d2 points4. Avant le as général, regardonsd'abord les droites et les oniques tropiales.Sauf aident, deux droites tropiales se oupent en un seul point (voir �gure 7a), omme engéométrie lassique. Maintenant, une droite et une onique tropiales se oupent-elles en deux points ?Si on ompte naïvement le nombre de points d'intersetion, la réponse est : des fois oui (�gure 7b)des fois non (�gure 7)...
a) b) )Fig. 7. Intersetions de droites et de oniques tropialesEn fait, l'unique point d'intersetion de la onique et de la droite tropiales sur la �gure 7, doitêtre ompté 2 fois. Mais pourquoi 2 ii et 1 dans les as préédents ? La réponse se trouve dans lasubdivision duale à l'union des deux ourbes.Remarquons tout d'abord que l'union de deux ourbes tropiales C1 et C2 est enore une ourbetropiale. En e�et, on véri�e aisément que l'union de deux graphes équilibrés est enore un grapheéquilibré, mais on peut aussi voir que si les ourbes tropiales C1 et C2 sont respetivement dé�niespar les polyn�mes tropiaux P1(x, y) et P2(x, y), alors le polyn�me Q(x, y) = �P1(x, y)P2(x, y)�dé�nit préisément la ourbe C1 ∪ C2. De plus, le degré de C1 ∪ C2 est la somme des degrés de C1et de C2. Ainsi, ela a bien un sens de parler de la subdivision duale à la ourbe C1 ∪ C2.Les subdivisions duales à l'union des ourbes C1 et C2 dans haun des as de la �gure 7 sontreprésentées sur la �gure 8. À haque fois les sommets de C1 ∪ C2 sont les sommets de C1, lessommets de C2, et les points d'intersetion de C1 et C2. De plus omme haque point de C1 ∩C2 estl'intersetion d'une arête de C1 et d'une arête de C2, le polygone dual à un tel sommet de C1 ∪ C2est un parallélogramme. Pour rendre la �gure 8 plus transparente, nous avons dessiné haque arêtede la subdivision duale de la même ouleur que son arête duale. Nous onstatons alors que sur les�gures 8a et b, les parallélogrammes orrespondant sont d'aire 1, alors que le parallélogramme dela subdivision de la �gure 8 est d'aire 2 ! Ainsi, il semble que l'on doive ompter haque pointd'intersetion ave la multipliité dé�nie i-dessous.Dé�nition 3.1. Soit C1 et C2 deux ourbes tropiales s'intersetant en un nombre �ni de points eten dehors des sommets des deux ourbes, et soit p un point d'intersetion de C1 et C2. La multipliité4Attention, ei est un théorème de géométrie projetive ! Par exemple, deux droites a�nes peuvent être parallèles...



UN PEU DE GÉOMÉTRIE TROPICALE 9
a) b) )Fig. 8. Subdivisions duales à l'union des ourbes de la �gure 7tropiale de p omme point d'intersetion de C1 et C2 est l'aire du parallélogramme dual à p dans lasubdivision duale à C1 ∪ C2.Ave ette dé�nition, démontrer le théorème de Bézout tropial est un jeu d'enfant.Théoreme 3.2. Soit C1 et C2 deux ourbes tropiales de degré d1 et d2 s'intersetant en un nombre�ni de points et en dehors des sommets des deux ourbes. Alors la somme des multipliités tropialesdes points d'intersetion de C1 et C2 est égale à d1d2.Démonstration. Notons s ette somme. Il existe trois types de polygones dans la subdivision dualeà la ourbe tropiale C1 ∪ C2 :� eux duaux à un sommet de C1. La somme de leur aire est égale à l'aire de ∆d1

, 'est-à-dire d2

1

2 .� eux duaux à un sommet de C2. La somme de leur aire est égale à d2

2

2 .� eux duaux à un point d'intersetion de C1 et C2. La somme de leur aire est égale à s.Puisque la ourbe C1 ∪C2 est de degré d1 + d2, la somme de l'aire de tous es polygones est égale àl'aire de ∆d1+d2
, 'est-à-dire (d1+d2)2

2 et don
s =

(d1 + d2)
2 − d2

1 − d2
2

2
= d1d2

�3.2. Intersetion stable. Nous avons onsidéré jusqu'ii uniquement des ourbes tropiales s'in-tersetant �gentiment�, 'est-à-dire en un nombre �ni de points et en dehors des sommets. Mais quepeut-on dire dans les deux as représentés sur les �gures 9a (deux droites tropiales s'intersetant lelong d'une arête) et b (une droite passant par le sommet d'une onique) ? Heureusement, nous avonsplus d'un tour tropial dans notre pohe.
εv

ε v

a) b) ) d)Fig. 9. Intersetions non-transverses et translation



10 ERWAN BRUGALLÉSoit ε un petit nombre réel et ~v un veteur dont le rapport des deux oordonnées est un nombreirrationnel. Si on translate dans haque as une des deux ourbes du veteur ε~v, on se retrouvealors dans le as d'une intersetion gentille (voir �gures 9 et d). Évidemment nos nouveaux pointsd'intersetion dépendent du veteur ε~v. En revanhe la limite de es points lorsque ε tend vers 0ne dépend pas de ~v, e sont les points d'intersetion stables des deux ourbes. Leur multipliité estégale à la somme des multipliités des points d'intersetion dont ils sont limite.Par exemple, le point d'intersetion stable des deux droites de la �gure 9a est le sommet de ladroite de gauhe, de multipliité 1. Nos deux droites tropiales se oupent bien en un point. Le pointd'intersetion stable des deux ourbes de la �gure 9b est le sommet de la onique, de multipliité 2.Notons que l'intersetion stable de deux ourbes tropiales est onentrée aux points d'intersetionisolés et aux sommets des deux ourbes. Grâe à l'intersetion stable, nous pouvons supprimer duThéorème de Bézout tropial les hypothèses de bonne position des deux ourbes.Théoreme 3.3. Soit C1 et C2 deux ourbes tropiales de degré d1 et d2. Alors la somme des multi-pliités des points d'intersetion stables de C1 et C2 est égale à d1d2.Nous déouvrons au passage un phénomène tropial surprenant : une ourbe tropiale a une auto-intersetion bien dé�nie5 ! En e�et il su�t simplement de onsidérer l'intersetion stable de etteourbe tropiale ave elle même. D'après e qui préède, ette auto-intersetion est onentrée auxsommets de la ourbe (voir �gure 10).
Fig. 10. 4 points d'auto-intersetion d'une onique tropiale3.3. Exeries.(1) Déterminer les points d'intersetion stables des deux ourbes tropiales de l'exerie 1 de lapartie 2, ainsi que leur multipliité.(2) Un point double d'une ourbe tropiale est l'intersetion de deux arêtes de elle-i. Montrerqu'une onique tropiale ave un point double est l'union de deux droites tropiales. On pourraonsidérer une droite passant par le point double et un autre sommet de la onique.(3) Montrer qu'une ourbe tropiale de degré 3 ave deux points doubles est l'union d'une droite etd'une onique tropiale. Montrer qu'une ourbe tropiale de degré 3 ave trois points doublesest l'union de trois droites tropiales.4. Quelques expliationsArrêtons nous quelques instants dans l'étude de la géométrie tropiale proprement dite, et donnonsquelques raisons du lien très fort entre géométrie lassique et géométrie tropiale. Notre but estd'illustrer en partiulier le fait que la géométrie tropiale est une limite de la géométrie lassique. Pour5En géométrie algébrique lassique, seul le nombre de points d'auto-intersetion d'une ourbe plane est dé�ni, pasleur position sur la ourbe. Une droite s'auto-intersete en 1 point, mais e n'est pas lair quel est e point...



UN PEU DE GÉOMÉTRIE TROPICALE 11résumer grossièrement le ontenu de ette partie, la géométrie tropiale est l'image de la géométrielassique par le logarithme en base ∞.4.1. Déquanti�ation de Maslov. Expliquons d'abord omment le semi-orps tropial arrive na-turellement omme limite de semi-orps lassiques. Ce proessus, étudié par Vitor Maslov et sesollaborateurs à partir des années 90, s'appelle la déquanti�ation des nombres réels.Un semi-orps bien onnu est (R+,+,×), l'ensemble des nombres réels positifs ou nuls muni del'addition et de la multipliation lassiques. Si t est un nombre stritement positif, alors le logarithmeen base t fournit une bijetion entre R+ et T, et ette bijetion induit une struture de semi-orpssur T où les opérations, notées � +t � et � ×t �, sont données par :�x +t y� = logt(t
x + ty) et �x ×t y� = logt(t

xty) = x + yOn voit don déjà apparaître l'addition lassique omme une multipliation exotique sur T. Notonsque par onstrution, tous les semi-orps (T, � +t � , � ×t �) sont isomorphes à (R+,+,×). L'inégalitétriviale max(x, y) ≤ x + y ≤ 2max(x, y) sur R+ ombinée à la roissane de la fontion logarithmenous donne l'enadrement suivant :
∀t > 0, max(x, y) ≤ �x ×t y� ≤ max(x, y) + logt 2Lorsque t tend vers l'in�ni logt 2 tend vers 0, et la loi � +t � tend don vers l'addition tropiale � + � !Ainsi, le semi-orps tropial arrive naturellement omme dégénéresene du semi-orps lassique

(R+,+,×). Ou enore, on peut voir le semi-orps lassique (R+,+,×) omme une déformation dusemi-orps tropial, d'où le terme de �déquanti�ation�.4.2. Déquanti�ation d'une droite du plan. Appliquons un raisonnement similaire ave la droited'équation x − y + 1 dans le plan R
2 (voir �gure 11a). Replions tout d'abord les 4 quadrants sur lequadrant positif par l'appliation valeur absolue (voir �gure 11b). L'image par le logarithme en base

t de ette droite repliée dans (R∗

+)2 ressemble au dessin de la �gure 11. Par dé�nition, prendre lelogarithme en base t revient à prendre le logarithme népérien puis à appliquer une homothétie derapport 1
ln t

. Ainsi, lorsque t augmente, l'image par le logarithme en base t de la valeur absolue denotre droite se onentre sur un voisinage de l'origine et des 3 diretions asymptotiques (voir �gures11, d et e). Et lorsqu'on fait tendre t vers l'in�ni, on voit apparaître sur la �gure 11f... une droitetropiale !
a) b) ) d) e) f)Fig. 11. Déquanti�ation d'une droite5. PathworkLa �gure 11 lue de gauhe à droite nous explique omment partir d'une droite lassique dans le planpour arriver à une droite tropiale. La leture de ette �gure de droite à gauhe est en fait beauoupplus intéressante ! En e�et, nous voyons ainsi omment onstruire une droite lassique à partir d'unedroite tropiale. La tehnique dite du pathwork est une généralisation de ette observation. En



12 ERWAN BRUGALLÉpartiulier, elle fournit un proédé purement ombinatoire de onstrution de ourbes algébriquesréelles à partir des ourbes tropiales. Mais avant d'expliquer ette méthode en détail, remontons unpeu dans le passé.5.1. Le 16ème problème de Hilbert. Une ourbe algébrique réelle plane est une ourbe du plan
R

2 dé�nie par une équation de la forme P (x, y) = 0 où P (x, y) est un polyn�me à oe�ients réels.Les ourbes algébriques réelles de degré 1 et 2 sont simples et bien onnues, e sont les droites etles oniques. À mesure que le degré de P (x, y) augmente, le dessin réalisé par la ourbe d'équation
P (x, y) = 0 peut être de plus en plus omplexe. Pour s'en onvainre, il su�t de jeter un ÷il à la�gure 12 où sont représentés une partie des dessins possibles réalisés par une ourbe algébrique réellede degré 4.

a) b) ) d)Fig. 12. Quelques ourbes algébriques réelles de degré 4Un théorème dû à Axel Harnak à la �n du XIXème sièle a�rme qu'une ourbe algébrique réelleplane de degré d a au maximum d(d−1)+2
2 omposantes onnexes. Mais omment es omposantespeuvent-elles se situer les unes par rapport aux autres ? On appelle arrangement d'une ourbe algé-brique réelle plane la position relative de ses omposantes onnexes dans le plan. Autrement dit, onne s'intéresse pas à la position exate de la ourbe dans le plan, mais seulement au dessin qu'elle réa-lise. Par exemple si une ourbe a deux omposantes onnexes bornées, on se préoupe uniquementde savoir si es omposantes sont en dehors l'une de l'autre (voir �gure 12a) ou pas (voir �gure 12).Lors du deuxième ongrès international de mathématiques à Paris en 1900, David Hilbert énonçasa élèbre liste de 23 problèmes pour le XXème sièle, et la première partie de son 16ème problèmepeut être ompris dans sa forme (très) étendue omme suit :Étant donné un entier d, établir la liste des arrangements possibles des ourbes algébriques réellesde degré d.À l'époque de Hilbert, la réponse était onnue pour les ourbes de degré au plus 4. Malgré desavanées spetaulaire dans e problème au XXème sièle, dues en partiulier à des mathématiiensde l'éole russe, de nombreuses questions restent toujours sans réponses6...5.2. Courbes réelles et ourbes tropiales. C'est en général un problème di�ile de onstruireune ourbe algébrique réelle d'un degré donné réalisant un arrangement donné. Depuis plus d'unsièle, les mathématiiens ont proposé de nombreuses et ingénieuses méthodes pour ela. Le path-work inventée par Oleg Viro dans les années 70 est une des méthodes atuelle les plus puissantes.À ette époque la géométrie tropiale n'existait pas enore, et Viro énonça son théorème dans unlangage di�érent du notre ii. Cependant il réalisa à la �n des années 90 que le pathwork pouvait6Un problème plus raisonnable et naturel onsiste à regarder les arrangements des omposantes onnexes desourbes algébriques réelles projetives non-singulières. Pour e problème plus restreint, la réponse est atuellementonnue jusqu'en degré 7. C'est un théorème d'Oleg Viro, et le pathwork est un outil essentiel de sa démonstration.



UN PEU DE GÉOMÉTRIE TROPICALE 13être interprété omme une quanti�ation des ourbes tropiales. Le pathwork, 'est don lire la�gure 11 de droite à gauhe au lieu de gauhe à droite. Grâe à ette interprétation nouvelle, GrigoryMikhalkin généralisa peu après la méthode de Viro originelle. Nous donnons ii une version simpli�éedu pathwork, le leteur intéressé trouvera une version plus omplète dans les référenes indiquées àla partie 6.Dans la suite, si a et b sont deux nombres entiers nous notons sa,b : R
2 → R

2 la omposée de asymétries par rapport à l'axe des absisses suivies de b symétries par rapport à l'axe de ordonnées.Ainsi seules les valeurs modulo 2 de a et b sont importantes, et s0,0 est l'identité, s1,0 est la symétriepar rapport à l'axe des absisses, s0,1 est la symétrie par rapport à l'axe des ordonnées et s1,1 est lasymétrie par rapport à l'origine.Expliquons maintenant en détail la proédure de pathwork. Prenons une ourbe tropiale C dedegré d n'ayant que des arêtes de poids impair et dont tous les polygones de la subdivision dualesont des triangles. Par exemple hoisissons la droite tropiale de la �gure 13a. Pour haque arête e de
C, hoisissons un veteur ~ve = (αe, βe) direteur de e ave αe et βe deux entiers premiers entre eux.Pour la droite tropiale, hoisissons les veteurs (1, 0), (0, 1) et (1, 1). Considérons maintenant quele R

2 dans lequel vit notre ourbe tropiale est en fait le quadrant positif (R∗

+)2 de R
2, et prenonsl'union de notre ourbe tropiale ave ses opies symétriques par rapport aux axes. Dans le as dela droite tropiale, nous obtenons alors la �gure 13b. Pour haque arête e de notre ourbe, e�açons

e′ et e′′ deux des quatre opies symétriques de e suivant les deux règles suivantes :� e′ = sαe,βe
(e′′),� pour haque sommet v de C adjaent aux arêtes e1, e2 et e3 et pour haque ouple (ε1, ε2) dans

{0, 1}2, exatement une ou trois des opies sε1,ε2
(e1), sε1,ε2

(e2) et sε1,ε2
(e3) sont e�aées.Appelons le résultat une ourbe tropiale réelle. Par exemple si C est une droite tropiale, il estpossible d'e�aer six des opies symétriques des arêtes de C suivant es deux règles a�n d'obtenir ladroite tropiale réelle représentée à la �gure 13. Si ette ourbe tropiale réelle n'est ertes pas unedroite, elle réalise quand même le même arrangement qu'une droite lassique dans R

2 (voir �gure13d) !Il ne s'agit pas là d'un hasard, mais d'un théorème.
a) b) ) d)Fig. 13. Pathwork d'une droiteThéoreme 5.1 (O. Viro). Toute ourbe tropiale réelle de degré d réalise le même arrangementqu'une ourbe algébrique réelle de degré d.Insistons sur la beauté et la profondeur d'un tel énoné ! En e�et, une ourbe tropiale réelle seonstruit suivant des règles du jeu ombinatoires, et ela ressemble fort à un tour de magie d'a�rmerqu'elle puisse avoir un rapport quelonque ave une ourbe algébrique réelle ! Nous ne le ferons pasii, mais le théorème de Viro nous permet même de déterminer l'équation d'une ourbe algébriqueréelle réalisant le même arrangement qu'une ourbe tropiale réelle donnée. Utilisons maintenant e



14 ERWAN BRUGALLÉthéorème pour montrer l'existene de deux ourbes algébriques réelles, une de degré 3 et l'autre dedegré 6.Tout d'abord, onsidérons la ourbe tropiale de degré 3 représentée à la �gure 14a. Pour un hoixonvenable d'arêtes à e�aer, les �gures 14b et  représentent les deux étapes de la proédure depathwork. On a don prouvé l'existene d'une ourbe algébrique réelle de degré 3 ressemblant audessin de la �gure 14d.
a) b) ) d)Fig. 14. Pathwork d'une ubiquePour �nir, onsidérons la ourbe tropiale de degré 6 représentée à la �gure 15a. Pour un hoixonvenable d'arêtes à e�aer, la proédure de pathwork donne la ourbe de la �gure 15. Une ourbealgébrique réelle de degré 6 réalisant le même arrangement que ette ourbe tropiale réelle a étéinitialement onstruite par Gudkov, par des moyens beauoup plus ompliqués, dans les années 60.Pour la petite histoire, Hilbert a�rmait en 1900 qu'une telle ourbe ne pouvait pas exister...5.3. Amibes. Si la déquanti�ation d'une droite est l'idée qui sous-tend le pathwork dans toutesa généralité, la preuve du théorème de Viro est un peu plus tehnique à érire rigoureusement.Contentons nous d'en esquisser les ontours.

a) b) )Fig. 15. Courbe de GudkovTout d'abord, le orps R n'étant pas algébriquement los, il nous faut travailler non pas ave desourbes algébriques réelles, mais plus généralement ave des ourbes algébriques omplexes, 'est-à-dire les sous-ensembles de (C∗)2 dé�nis par une équation de la forme P (x, y) = 0 où P (x, y) est un



UN PEU DE GÉOMÉTRIE TROPICALE 15polyn�me à oe�ients omplexes (qui peuvent don être réels). Pour t un nombre réel positif, ondé�nit l'appliation Logt sur (C∗)2 par :Logt (C∗)2 −→ R
2

(z,w) 7−→ (logt |z|, logt |w|)L'image d'une ourbe algébrique d'équation P (x, y) = 0 par l'appliation Logt, notée At(P ), estappelée l'amibe en base t de la ourbe. Le théorème suivant fournit un lien fondamental entre lagéométrie algébrique lassique et la géométrie tropiale : toute ourbe tropiale est limite d'amibesde ourbes algébriques omplexes.Théoreme 5.2 (G. Mikhalkin, H. Rullgård). Soit P∞(x, y) = � ∑
i,j ai,jx

iyj� un polyn�me tropial,et soit αi,j un nombre omplexe non nul pour haque oe�ient ai,j di�érent de −∞. Pour tout t > 0,on dé�nit le polyn�me omplexe Pt(x, y) =
∑

i,j αi,jt
−ai,jxiyj. Alors l'amibe At(Pt) onverge vers laourbe tropiale dé�nie par P∞(x, y) lorsque t tend vers l'in�ni.La déquanti�ation de la droite vue à la partie 4.2 est un as partiulier de et énoné : l'amibeen base t de la droite d'équation t0x − t0y + t01 = 0 onverge vers la droite tropiale dé�nie par�0x + 0y + 0�. On déduit le théorème de Viro du théorème préédent en remarquant, entre autre,que si les αi,j sont des nombres réels, alors les ourbes dé�nies par les polyn�mes Pt(x, y) sont desourbes algébriques réelles.5.4. Exeries.(1) Construire une ourbe tropiale réelle de degré 2 réalisant le même arrangement qu'une hy-perbole dans R

2. Même question ave une parabole. Peut-on onstruire une ourbe tropialeréelle réalisant le même arrangement qu'une ellipse ?(2) À l'aide du pathwork, montrer qu'il existe une ourbe algébrique réelle de degré 4 réalisantl'arrangement de la �gure 12b. On pourra s'inspirer de la onstrution illustrée à la �gure 14.(3) Montrer que pour tout degré d, il existe une ourbe algébrique réelle plane ave d(d−1)+2
2omposantes onnexes. 6. RéférenesA�n de ne pas noyer le leteur dans un �ot de référenes plus ou moins aessibles, nous nerenvoyons que vers des textes d'introdution à la géométrie tropiale et ses appliations. Pour avoirdes référenes plus spéialisées, on pourra se reporter aux référenes des textes ités. Attention,ertains auteurs préfèrent utiliser le minimum au lieu du maximum dans l'algèbre tropiale !Les introdutions à la géométrie tropiale [BPS08℄ et [SS℄ s'adressent à des leteurs ayant unbagage mathématique minimum. Les leteurs plus expérimentés pourront également lire les ouvrages[RGST05℄, [IMS07℄ ou [Gat℄. Pour les géomètres on�rmés, nous onseillons les états de l'art [Mik04℄et [Mik06℄.Pour en savoir plus sur le 16ème problème de Hilbert, le pathwork, la déquanti�ation de Maslovet les amibes de ourbes algébriques, nous renvoyons aux textes [Vir01℄, [Vir08℄, [IV96℄ et [Mik04℄ainsi qu'au site Web [Vir℄.Pour terminer ette introdution à la géométrie tropiale, préisons que ette dernière s'appliqueave suès dans de nombreux domaines autres que le 16ème problème de Hilbert. Citons par exemplela géométrie énumérative, la ombinatoire, la symétrie miroir, la biologie mathématique...



16 ERWAN BRUGALLÉRéférenes[BPS08℄ N. Berline, A. Plagne, and C. Sabbah, editors. Géométrie tropiale. Éditions de l'Éole Polytehnique,Palaiseau, 2008. 128 p.[Gat℄ A. Gathmann. Tropial algebrai geometry. arXiv : math.AG/0601322.[IMS07℄ I. Itenberg, G Mikhalkin, and E. Shustin. Tropial Algebrai Geometry, volume 35 of Oberwolfah SeminarsSeries. Birkhäuser, 2007.[IV96℄ I. Itenberg and O. Viro. Pathworking algebrai urves disproves the Ragsdale onjeture. Math. Intelli-gener, 18(4) :19�28, 1996.[Mik04℄ G. Mikhalkin. Amoebas of algebrai varieties and tropial geometry. In Di�erent faes of geometry, volume 3of Int. Math. Ser. (N. Y.), pages 257�300. Kluwer/Plenum, New York, 2004.[Mik06℄ G. Mikhalkin. Tropial geometry and its appliations. In International Congress of Mathematiians. Vol.II, pages 827�852. Eur. Math. So., Zürih, 2006.[RGST05℄ J. Rihter-Gebert, B. Sturmfels, and T. Theobald. First steps in tropial geometry. In Idempotent ma-thematis and mathematial physis, volume 377 of Contemp. Math., pages 289�317. Amer. Math. So.,Providene, RI, 2005.[SS℄ D. Speyer and B. Sturmfels. Tropial mathematis. Mathematis Magazine. Cours au Clay MathematisInstitute, Park City, Utah, aessible sur http ://arxiv.org/abs/math.CO/0408099.[Vir℄ O. Viro. http ://www.pdmi.ras.ru/∼olegviro/pathworking.html.[Vir01℄ O. Viro. Dequantization of real algebrai geometry on logarithmi paper. In European Congress of Mathe-matis, Vol. I (Barelona, 2000), volume 201 of Progr. Math., pages 135�146. Birkhäuser, Basel, 2001.[Vir08℄ O. Viro. From the sixteenth Hilbert problem to tropial geometry. Japanese Journal of Mathematis, 3(2),2008.Université Pierre et Marie Curie, Paris 6, 175 rue du Chevaleret, 75 013 Paris, FraneE-mail address: brugalle�math.jussieu.fr


