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Vad &r det egentligen for konstiga bilder och magiska foreteelser som géommer sig
bakom det gatfulla namnet tropisk geometri? I tropikerna liksom &verallt annars
ar det svart att tdnka sig ndgot enklare &n en rét linje. Detta far alltsa bli utgangs-
punkten for var studie.

En tropisk linje &r sammansatt av tre halvlinjer i riktingarna (—1,0), (0,—1)
och (1,1) som stralar ut fran en godtycklig punkt i planet (se bild 1a). Fragan
varfor man ska kalla detta bisarra objekt for en linje, tropisk eller icke, kan ju
tyckas vara motiverad. Men vid ndrmare betraktelse kan man faktiskt konstatera
att dessa tropiska linjer har samma grundldggande egenskaper som "vanliga”, eller
"klassiska”linjer: tva tropiska linjer skdr varandra i en unik punkt (se bild 1b), och
tva punkter i planet definierar en unik linje (se bild 1c).

a) b) c)

Figur 1: Den tropiska linjen.

Annu viktigare, dven om det dr mindre uppenbart i figuren, ir att klassiska linjer
och tropiska linjer bdda definieras av en ekvation pa formen ax + by + ¢ = 0. Inom
den vanliga algebrans ramar, dar man kallar addition for addition och multiplika-
tion for multiplikation sa kdnner man l4tt igen en klassisk linje i ekvationen ovan.
Men i den tropiska vérlden, sa betyder addera att ta maximum, och multiplikation
innebér addition, och detta gor att alla objekt dramatiskt dndrar form! Det &r till
och med sa att ett uttryck som ”att vara lika med 0” far en annan betydelse.

Oversatt av Lisa Nilsson, lisani@chalmers.se



2 Erwan Brugallé Normat 1/2011

Klassisk geometri och tropisk geometri ar alltsa utvecklade enligt samma prin-
ciper utgaende fran tva rakneoperationer. De tva geometrierna dr ansikten for tva
olika algebror.

Tropisk geometri &r dock inte bara ett sterilt glasparlespel for sysslolosa mate-
matiker. Den klassiska virlden kan degenereras till den tropiska, och de tropiska
objekten bevarar da naturligt vissa egenskaper hos de klassiska objekt de &r gréns-
virden av. Salunda har ett tropisk pastande en stor chans att ha en klassisk mot-
svarighet. Tropiska objekt ar dessutom styckvis linjdra och ar ddarmed betydligt
enklare att studera dn deras klassiska motparter!

Man kan séledes sammanfatta det tropiska angreppséttet i féljande princip:
Studera enkla objekt, formulera satser om komplicerade objekt.

De forsta avsnitten i denna text dgnas &t tropisk algebra, tropiska kurvor och
nagra egenskaper hos dessa. Vi forklarar sedan varfor den klassiska geometrin
och den tropiska dr sammankopplade, genom att pa ett koncist sidtt visa hur den
klassiska vérlden kan fas att degenerera precis till den tropiska. Dérefter illustrerar
vi denna princip med den sé kallade patchwork-metoden for att konstruera reella
algebraiska kurvor via s& kallade amdbor. Vi avslutar med att ge nagra referenser
till litteraturen.

Men innan vi pabérjar nagra teoretiska djupdykningar maste vi forklara varfor
vi anvinder ordet "tropisk” geometri. Ar det pa grund av den exotiska formen
hos objekten vi studerar? P& grund av nidrvaron av amdbor med skelett? Innan
man hade infort termen tropisk algebra, s& anvinde man det mer prosaiska namnet
max-plus algebra. For att hedra sin brasilianske kollega Imre Simon bestamde sig
matematikerna vid I’Université Paris 7 att byta ordet "max-plus” mot "tropisk”.
Vi kan lata Wikipedia® f slutordet om ordet tropisk: det beskriver helt enkelt den
franska synen pa Brasilien.

1 Tropisk algebra

1.1 Tropiska operationer

Da vi byter ut operationerna addition och multiplikation mot maximum respektive
addition, samt applicerar dessa tva operationer pa de reella talen R, s& erhalls vad
vi kallar for tropisk algebra. Med andra ord s& definierar man tva nya rdknelagar
pa R, kallade tropisk addition och tropisk multiplikation och anvinder notationen
"4+ 7and 7 x 7, dar

"x +y” =max(z,y) och Tzxy'=zx-+y.
Genom hela denna text kommer de tropiska operationerna att skrivas mellan

citationstecken. Som for klassisk multiplikation forkortar vi ofta "z x y” som "zy”.
Vi bekantar oss med dessa tva operationer genom nagra enkla exempel:

115 mars 20009.
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7’1 + 177 — 1’ 771 + 2)) — 2’ 771 + 2 + 377 — 3’ ”1 X 277 — 37 371 % (2 + (71))77 — 3’

"1 x (=2)" = -1, "(5+3)2” =10.

Dessa tva rakneregler har manga egenskaper gemensamt med de klassiska rakne-
operationerna addition och multiplikation. Till exempel sa &r bada operationerna
kommutativa, och operationen ” x 7 &r distributiv med avseende pa operationen
7+7 det vill siga 7(z+1y)2” = "xz+yz”. Det finns dock tva signifikanta skillnader.
Forst och framst har tropisk addition inget identitetselement i R.

Det kan vi dock rada bot pa genom att naturligt utvidga de tva tropiska ope-
rationerna till —oco och definiera

” 2

Ve eT, 7z+(—oc0)” =max(z,—00)=x och "xXx(—00)”=xz+(—00)=—00,
dar T = R U {—o0} ar de tropiska talen.

Om vi lagger till —oo till R sa har alltsa tropisk addition ett identitetselement.
A andra sidan finns en dnnu viktigare skillnad mellan tropisk och klassisk addition:
elementen i R saknar inverser med avseende pa rikneséttet ” 4+ 7. Med andra ord
sé finns det ingen tropisk subtraktion. Vad vérre ar, den har gang fungerar det inte
att lagga till nya element och pa sa sitt skapa inverser. I sjdlva verket dr 7 + 7 en
idempotent operation, det vill sdga "z + z” = x i hela T! Vi har alltsa inget annat
val &n att vdnja oss vid denna brist pa symmetri for 7 4 7.

Men bortsett fran den sista punkten s& uppfyller T tillsammans med rdknesétten
74+ 7 och ” x 7 alla andra egenskaper for en kropp. Till exempel s& ar 0 ett
identitetselement for tropisk multiplikation, och samtliga element i T utom —oo
har ett inverst element i ”1/2” = —z. Man siger att T ar en halvkropp.

Det géller att vara forsiktig da man bérjar rdkna tropiskt s& man inte gar for
fort fram! Till exempel sa géller att "2x” # "z + z” utan istillet "22” = x + 2,

pa samma séatt som 71x” # x utan istdllet "1z” = x 4+ 1, och dven ”"0z” = x och
"(=Da” =x—1.

1.2 Tropiska polynom

Efter att ha definierat tropisk addition och multiplikation, sa faller det sig naturligt
att vi ocksa vill infora uttryck pa formen P(z) =7 Z?:o a;x"” dir a; € T, det vill
séiga tropiska polynom?. Skriver man om P(z) med klassisk notation s& far man
P(z) = max?_,(a; + iz). Hir kommer nigra exempel pa tropiska polynom:

"’ =z, "1+2”=max(l,z), 14z +32%" = max(1,x,2x +3),

"+ x4 322 + (=2)23” = max(1,z,22 + 3,3z — 2).

2Vi betraktar hir polynomfunktioner snarare &n algebraiska polynom.
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Vi vill nu bestdmma rotterna till ett tropiskt polynom. Men allra forst, vad ar
en tropisk rot? Vi moéter nu ett problem som forblir aterkommande inom tropisk
matematik: en klassisk foreteelse har oftast ett flertal definitioner som ar ekvivlenta
i den klassiska virlden, men inte lingre &r sa i ett tropiskt sammanhang. Varje
definition av ett och samma klassiska objekt kan alltsd potentiellt sett generera
olika tropiska objekt.

Den forsta definitionen av en rot till ett klassiskt polynom P(z) &r ett element

xo sddant att P(z) = 0. Om man skulle 6versétta denna definition till ett tropiskt
algebraiskt sprak sa skulle man alltsa soka ett element g € T sa att P(zg) = —o0.
Men om ag ar den konstanta termen i polynomet P(x) s géller nu att P(z) > ag
for alla i T. Polynomet P(x) saknar alltsd rotter i alla fall d& ag # —oo. Det
séger sig sjalvt att denna definition inte ar sarskilt tillfredstéllande.
Alternativt sd ar xq en rot till polynomet P(z) om det existerar ett polynom Q(z)
sd att P(x) = (z—x)Q(z). Viska fa se att denna definition 4r den som bést lampar
sig for oversdttning till tropisk algebra. For att forsta detta valjer vi att betrakta
problemet med ett geometriskt synsédtt. Ett tropiskt polynom ar en styckvis affin
funktion (se figur 2), och vi kallar alla de punkter xy € T dér grafen av P(z) har
ett horn for tropiska rotter till P(x). Skillnaden i lutning mellan tva till en rot
angransande linjestycken kallas rotens grad. Alltsa har polynomet 70 + z” den
enkla roten 0, polynomet "0 + z + (—1)z2” har de tv4 enkla rétterna 0 och 1, och
polynomet "0 + x2” har en dubbelrot i zo = 0.

(00, =0) [ (0, =0) 0 1 (=0, 20) 0

a) P(z) ="0+z” b) P(z) = "0+ + (—=1)z?” ¢) P(z) =70+ x2”

Figur 2: Exempel pa grafer for tropiska polynom.

Rotterna till det tropiska polynomet P(x) =" z;izo a;x"” = max?_ (a; + iv) dr

alltsd exakt de tropiska tal zy for vilka det existerar ¢ # j sddana att P(xg) =
a; +1ixo = a; + jxro. Man séger att P(z) antar sitt maximum (minst) tva ganger
i zg. I detta fall 4r ordningen for roten zo det storsta virde som |i — j| antar
for alla mojliga val av ¢ och j som realiserar detta maximum. Till exempel antas
maximum fér P(x) = "0 + x + 22”7 tre ganger i 0 och ordningen fér denna rot &r
tva. Pa samma sitt dr xo en tropisk rot till P(z) av ordning k om det finns ett
polynom Q(z) sddant att P(z) = "(z + x0)*Q(x)”. Ligg mirke till att faktorn
x —xo 1 klassisk algebra transformeras till "z +x(” i tropisk algebra, eftersom roten
till polynomet "z + zo” ar xo och inte —xy.

Denna definition av tropiska rotter dr uppenbarligen mer tillfredstdllande &n
den forsta. Man har faktiskt féljande resultat.
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Proposition 1.1. Den tropiska halvkroppen dr algebraiskt sluten, det vill sdga
varje tropiskt polynom av grad d har exakt d tropiska rotter riknat med multiplicitet.

Till exempel har man féljande faktoriseringar3:

”O+.’L‘+(—1)l‘2” — ”(—1)(.134—0)(1‘4— 1)” och ”0—&-1‘2” — ”(l‘—FO)Q”

1.3  Ovningar

1. Tropisk addition dr som sagt idempotent. Pa wvilket sdtt forhindrar detta
existensen av tropisk subtraktion?

2. Skissa graferna till de tropiska polynomen P(z) = "o+ 212+ 3x+ (—1)" och
Q(z) = "3 + (=2)2% + 22 + (=1)” samt bestdm deras rétter.

8. Lat a vara ett tal i R och b och ¢ tal i T. Bestdm de tropiska rotterna till de
tropiska polynomen “ax +b” och “ax® + bx + c”.

2 Tropiska kurvor

2.1 Definition av begreppet "tropisk kurva”

Vi tdanker nu djarvt drista oss till att cka antalet variabler i vara polynom. Ett
tropiskt polynom i tvd variabler skrivs P(z,y) = 73, ;a;ja'y’”, eller i klassisk
notation P(z,y) = max; ;(a, ; +iz+jy). Saledes dr P(z) en styckvis affin funktion,
och den tropiska kurvan C som definieras av P(x,y) utgors av brytpunkterna hos
denna funktion. Med andra ord, C' bestdr av de punkter (xq,yo) i T? for vilka
maximum antas minst tva ginger i (zo, yo)-

Vi kommer fokusera pa tropiska kurvor i R? snarare én T?. Det fordndrar inte
allméngiltigheten av det som sdgs hdr, men det gor definitionerna, pastaendena
och bilderna tydligare och ldttare att forsta.

Betrakta den tropiska linjen definierad av polynomet P(x,y) = "1/242x+(—5)y”.
Man soker alltsd de punkter i R? som uppfyller ett av fljande tre system:

1
> 2+ o, 24+20=-54+y > =

24290 == >—-5+1yo, —5+yo = 2 5

N —
DN | =

Véar tropiska linje dr saledes sammansatt av tre halvlinjer (se figur 3 a):

{(=3/2,9)ly < 11/2}, {(z,11/2]z < —3/2} och {(z,z + )|z > —3/2}.

3Vi poingterar Aterigen att dessa likheter stimmer for polynomfunktioner men inte fér poly-
nom! ”0 + 22” och ?(0 + x)2” &r likvirdiga som polynomfunktioner men ej som polynom.
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Vi saknar fortfarande en ingrediens for att kunna ge en rigords definition av en
tropisk kurva. Brytpunkterna hos ett tropiskt polynom i tva variabler bestar av
segment och halvlinjer som vi kallar kanter, vilka skir varandra i punkter om
kallas hérn. Som i fallet med polynom i en variabel méste vi for varje kant beakta
skillnaden i lutning hos P(x,y) d& man nidrmar sig kanten fran olika hall. Vi
kommer alltsd fram till féljande formella definition.

Definition 2.1. Lat P(z,y) = ", ; a; j2'y7” vara ett tropiskt polynom. Den
tropiska kurvan C som definieras av P(xz,y) dr mdingden av punkter (xo,yo) i R?
for vilka det existerar (i,7) # (k,1) som uppfyller P(xo,y0) = a;; + ixo + jyo =
ak,; + kxo + lyo.

Givet en kant till C, sd definieras vikten av denna kant som mazximum av storsta
gemensamma delare till talen |i — k| och |j — 1|, for alla par (i,7) och (k,l) som
svarar mot denna kant.

a) L4220+ (=5)y”  b) "3+ 22+ 2y +3zy+y2 +227 ) "0+ +y? + (—1)2?”

Figur 3: Nagra tropiska kurvor.

I vara bilder skriver vi ut vikten av en kant endast da vikten &r minst 2. I fallet med
den tropiska linjen sa har alla kanter vikt 1, se figur 3a. Tva exempel pa tropiska
kurvor av grad 2 ar representerade i figur 3b och 3c. Det tropiska kagelsnittet i
figur 3c har tva kanter av vikt 2.

2.2 Den duala uppdelningen

Ett tropiskt polynom P(z,y) ges alltsi av maximum av ett dndligt antal affina
funktioner, dar varje sidan affin funktion utgér ett monom i P(z,y). De punkter
i planet for vilka minst tvd av monomen realiserar maximum utgdr precis den
tropiska kurvan C' som definieras av P(z,y). Lat oss nu forfina denna studie en
aning och betrakta {or varje punkt (zo,yo) pd kurvan C alla monom i P(z,y) som
realiserar maximum i (xg,yo)-

Vi studerar forst fallet med den tropiska linjen C' definierad av P(x,y) =
"1/2 + 2x + (—=5)y” (se figur 3a). I punkten (—3/2,11/2), hornet for linjen, har
de tre monomen 71/2 = 1/22%°”, "2z = 221y°” och "(-5)y = (—5)z%'” samma
viarde. Exponenterna for dessa monom, det vill sdga punkterna (0,0),(1,0) och
(0,1), definierar en triangel Ay (se figur 4a). Léngs den horisontella kanten av C
ges virdet av polynomet P(x,y) av monomen 0 och y, alltsd av monomen med
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exponenter (0,0) och (0,1). Linjesegmentet som definieras av dessa tva exponen-
ter ar alltsd den vertikala kanten hos triangeln A;. P& samma sitt galler att de
monom som anger vardet for P(x,y) langs den vertikala (respektive med lutning
1) kanten ar de med exponenter (0,0) och (1,0) (respektive (1,0) och (0,1)) och
linjesegmentet som definieras av dessa exponenter &r den horisontella (respektive
den med lutning —1) kanten hos triangeln A;.

Vad avslojar da denna lilla 6vning? Om man betraktar de monom som anger
vardet for P(z,y) i en punkt pa den tropiska linjen C, s mérker man att hornet
hos C' motsvarar triangeln A; och att varje kant e pa C motsvarar en kant pa Aq,
vars lutning &r vinkelrat i forhallande till e.

Vi betraktar nu det tropiska kégelsnittet definierat av polynomet P(x,y) =
"3 + 2z + 2y + 3zy + 22 + y?” som visas i figur 3b. Denna kurvas hérn dr de fyra
punkterna (—1,1), (—1,2), (1,—1) och (2, —1). I vart och ett av dessa hoérn (xq, yo)
ges virdet av P(x,y) av tre monom:

P(-1,1) =3 =yo+2=m0+yo+3 P(-1,2) = yo+2 = w0 +yo+3 = 2yo

P(L —1) =3=x9+2=20+yo+3 P(2, —1) =20+2 =x9+yo+3 = 2x¢.

Sa for varje horn pa C' definierar exponenterna hos de tre motsvarande monomen
en triangel, och de fyra trianglarna grénsar till varandra som i figur 4b. Dessutom,
precis som i fallet med linjen, sa géller att for varje kant i C' definierar exponenterna
for de monom som ger vardet av P(z,y) langs e en kant till en (eller tvd) av dessa
trianglar, och riktningen hos denna kant &r vinkelrdt mot e.

Lét oss nu forklara detta fenomen i allménhet. Lat P(z,y) = "3, ; a; ja'y’”
vara ett godtyckligt tropiskt polynom. Graden hos P(x,y) ar det maximala véirdet
av i + j for alla koefficienter a; ; som ar skilda frdn —oo. Vi antar for enkelhets
skull att samtliga polynom av grad d som vi betraktar i denna text uppfyller att
ap,0 # —00, aq,0 7 —oo och ag g # —oo. Detta innebér att det konvexa hoéljet av
punkterna (4,7) for vilka a; ; # —oo sammanfaller precis med triangeln A; som
bestar av hornen (0,0), (d,0) och (0, d).

Om v = (z9,yo) ar ett horn hos C, sd ar konvexa holjet av punkterna (i,7) i
Ay NZ? for vilkka P(xo,yo0) = a;; + izo + jyo, en polygon A, innehdllen i A,.
P4 samma sétt, om (xg,yo) 4r en punkt i det inre av en kant e pad C, si ar
konvexa héljet av punkterna (i,7) pd Ag N Z% dir P(xo,y0) = ai; + ixo + jyo,
ett linjesegment §. inuti Ay. Eftersom det tropiska polynomet &r en konvex och
styckvis affin funktion, sa bildar unionen av alla polygoner A, en uppdelning av
Ag4. Med andra ord ar unionen av polygonerna A, lika med triangeln Ay, och tva
polygoner A, och A, har antingen en kant gemensam, ett horn gemensamt, eller
ar helt disjunkta. Dessutom, om e ar en kant pa C som grénsar till hérnet v, da ar
d. en kant pa A,, och riktningarna hos e och . ar vinkelrdta. Denna uppdelning
av Ay kallas den duala uppdelningen till C'.

Som exempel ar de duala uppdelningarna av de tropiska kurvorna i figur 3 utrita-
de i figur 4. (De svarta punkterna representerar punkterna med heltalskoordinater,
och dr inte nodviandigtvis uppdelningens horn.)
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Lagg maérke till att e &r en kant med vikt w i C' om och endast om segmentet
. innehaller w + 1 punkter i Z2. Det betyder att graden av en tropisk kurva kan
avldsas direkt pa kurvan: den &r summan av vikterna hos de oéndliga kanterna i
riktning (—1,0) (eller (0, —1) eller (1,1)). Vad mera &r, en tropisk kurva ges i sin
tur av sin duala uppdelning upp till translation och skalning av dess kanter.

AN -

a) b) c)

Figur 4: Nagra duala uppdelningar.

2.3 Balanserade grafer och tropiska kurvor

Den forsta konsekvensen av denna dualitet ar en viss ekvation, kallad jimuviktsre-
lationen, som uppfylls vid vart och ett av hérnen pa en tropisk kurva. Lat v vara
ett horn pa C' med nérliggande kanter eq, . .., e, med respektive vikter wy, ..., wg.
Eftersom e; ligger pa en linje (i vanlig mening) vars definierande ekvation har
heltalskoefficienter, sa finns en unik vektor v; = (a, 8) pa e; som utgar fran hor-
net v och diar o och g ar relativt prima (se figur 5a). I enlighet med foregédende
avsnitt kan man ur den duala polygonen A, i v omedelbart utldsa vektorerna
w1, ..., WEVE: om vi ger randen till A, moturs orientering, sa fas varje kant d.,
pa A, som dr dual med e; fran vektorn w;v; genom en rotation med vinkeln /2
(se figur 5b).

P& grund av att A, ar sluten, kan man fran det sista omedelbart dra slutsatsen
att vi har féljande jamviktsrelation:

k
E W;V; = 0.
i=1

En graf i R? som uppfyller jimviktsrelationen i vart och ett av sina hérn kallas
for en balanserad graf. Vi kommer se att alla tropiska kurvor dr balanserade grafer.
Faktum ar att det omvénda ocksa ar sant:

Sats 2.2. En kurva i R? dr tropisk om och endast om den dr en balanserad graf.

Vi kan alltsé konstatera att det finns tropiska polynom av grad 3 som motsvarar
de balanserade graferna i figur 6. Vi har i vart och ett av fallen ocksa ritat ut den
duala uppdelningen till kurvan.
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S

a) b)

Figur 5: Jamviktsrelationen.

I AN

a) b) c)

Figur 6: Nagra tropiska kurvor och deras duala uppdelningar.

2.4  Ovningar

1. Rita ut de tropiska kurvorna som definieras av de tropiska polynomen P(x,y) =
5+ 5x + 5y +4xy +1y% + 227 och Q(x,y) = T+4x+y+4ry+3y* +(=3)z?”
samt deras duala uppdelningar.

2. En tropisk triangel dr ett dndligt omrdde i R? begrinsat av tre tropiska linjer.
Vilka dr de mdjliga formerna pa en tropisk triangel?

3. Visa att en tropisk kurva av grad d har som mest d* hiorn.

4. Hitta en ekvation for var och en av de tropiska kurvorna i figur 6. Féljande
tips kan vara anvindbart: om v dr ett horn for en tropisk kurva som definieras
av ett tropiskt polynom P(x,vy), da foljer att virdet pd P(z,y) i en omgivning
till v enbart ges av monomen som motsvarar den polygon som dr dual till v.
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3 Tropisk snitt-teori

3.1 Beézouts sats

En viktig podng med den tropiska geometrin ar att erbjuda en enkel modell for
algebraisk geometri. Ett exempel ar att den grundldggande snitt-teorin fér tropis-
ka kurvor kraver betydligt mindre algebraiskt bagage jamfort med dess klassiska
motsvarighet. Vi ska illustrera denna princip i fallet med Bézouts sats, som sdger
att tva plana algebraiska kurvor av grad d; och dsy skér varandra i dids punkter?.
Innan vi gar pa det allménna fallet betraktar vi forst tropiska linjer och kégelsnitt.

Tva tropiska linjer skdr varandra i en unik punkt (se figur 7a), precis som i
klassisk geometri. Vi stéller oss nu fragan huruvida en linje och ett kégelsnitt skar
varandra i tva punkter. Om man naivt rdknar antalet skdrningspunkter blir svaret
ibland ja (se figur 7b) och ibland nej (figur 7c).

a) b) c)

Figur 7: Skdrning mellan tropiska linjer och tropiska kégelsnitt.

I sjélva verket bor den enda skdrningspunkten i figur 7c rdknas tva ganger. Men
varfor rdkna dubbelt hér och bara en gang per skdrningspunkt i foregidende fall?
Svaret finner vi i den duala uppdelningen till unionen av de bada kurvorna.

Légg for det forsta mérke till att unionen av de bada tropiska kurvorna C och
C5 ocksa dr en tropisk kurva. Detta innebér att vi latt verifierar att unionen av
tva balanserade grafer ocksa ar en balanserad graf, men man inser dessutom att
eftersom de tva tropiska kurvorna C; och Cy ar definierade av de tropiska polyno-
men P (z,y) respektive Py(z,y), s& giller att polynomet Q(x,y) = Pi(x,y)Pa(x,y)
definierar kurvan C7 U C5. Dessutom géller att graden av C; U Cy dr summan av
graden av (1 och Cy. Saledes har det mening att prata om den duala uppdelningen
till kurvan C7 U Cs.

De duala uppdelningarna till unionen av kurvorna C; och Cj i fallen i figur 7
ar avbildade i figur 8. I vart och ett av fallen &r hornen for C; U Cy desamma
som hornen for Cy och Cs samt skdrningspunkterna mellan C7 och Cy. Eftersom
varje punkt i C7 N Cs dr en skdrningspunkt mellan en kant i C; och en kant i Co

4Lagg mirke till att detta &r en sats i projektiv geometri! Till exempel s& kan ju tva affina
linjer vara parallella...
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sa &r den duala polygonen till ett sddant horn i Cy U Cy en parallellogram. For
att gora figur 8 tydligare har vi samma firg pa den duala uppdelningen som pa
dess duala kant. Vi konstaterar nu att de tre parallellogrammer som motsvarar
skdrningspunkterna i figur 8a alla har area 1, medan parallellogrammen i figur 8c
har area 2! Saledes verkar det som att man maste rdkna varje skarningspunkt med
multiplicitet definierad enligt nedan.

Definition 3.1. Lat Cy och Cy vara tva tropiska kurvor som skdr varandra i ett
andligt antal punkter och enbart utanfor hornen for de tva kurvorna, och lat p vara
en av skarningspunkterna mellan Cy och Cs. Multipliciteten for p dr da arean av
den duala parallellogrammen till p i den duala uppdelningen till Cy U Cs.

I;"
2
>

Figur 8: Duala uppdelningarna till unionen av kurvorna i figur 7.

Med denna definition sa blir problemet att visa Bézouts sats rena barnleken.

Sats 3.2. Lat Cy och Cy vara tva tropiska kurvor av grad dy och do som skdr
varandra © ett andligt antal punkter och utanfor kurvornas horn. Dd dr summan
av de tropiska multipliciteterna hos skdrningspunkterna mellan Cy och Cs lika med

dids.

Bevis. Lat s vara denna summa. Det finns da tre sorters polygoner i den duala
uppdelningen till den tropiska kurvan C; U Cs:

e de som ar duala till ett horn i C7. Summan av deras area ar lika med arean
av Ay, , alltsd d3 /2.

e de som ér duala till ett horn i Cy. Summan av deras area ér lika med d3/2.

e de som &r duala till en skdrningspunkt mellan C7 och C3. Summan av deras
area ar lika med s.

Eftersom kurvan C; U Cy ar av grad dy + do sd dr summan av samtliga dessa
polygoner lika med arean av Ag, 1 4,, alltsd (dy + d2)?/2 och vi far

dy +do)? — d? — d3
S:(1+ 2)2 1 2:d1d2.
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3.2 Stabilt snitt

Sa har langt har vi begriansat oss till att betrakta tropiska kurvor som skar varandra
“snéllt”, med andra ord i ett dndligt antal punkter och utanfér kurvornas hérn.
Men vad kan man siga i de tva fall som representeras i figur 9a (tva tropiska linjer
som skir varandra langs en kant) och b (en linje som gir genom hornet pa en
konisk kurva)? Lyckligtvis s har vi mer &n ett tropiskt trick i fickan.

c) d)

Figur 9: Icke vinkelrat skdrning med translation.

Lat e vara ett litet reellt tal och v vara en vektor dar férhallandet mellan de tva
koordinaterna &r ett irrationellt tal. Om man i vart och ett av fallen translaterar
en av de tva kurvorna med vektorn v, sa aterfar man ett snéllt fall av skérning
(se figur 9c och d). Uppenbarligen beror vira nya skdrningspunkter pa vektorn ev.
Gréansvirdet av dessa punkter d& ¢ ndrmar sig 0 beror dock inte pa v, detta &ar
de stabila skdarningspunkterna for de tva kurvorna. Multipliciteten for de stabila
skdrningspunkterna ar lika med summan av multipliciteten fér skdrningspunkterna
vars gransvirden de &r.

Till exempel ar den stabila skdrningspunkten for de tva linjerna i figur 9a ett
hoérn for den védnstra linjen, och har multiplicitet 1. Vara tva tropiska linjer skar
alltsd varandra mycket riktigt i en punkt. Den stabila skdrningspunkten for de tva
tropiska kurvorna i figur 9b &ar ett horn pa det tropiska kagelsnittet, och skdrnings-
punkten har multiplicitet 2.

Lagg marke till att stabila skdrningspunkter fér tva tropiska kurvor dr koncen-
trerade till isolerade skdrningspunkter eller hérn for de tva kurvorna. Tack vare



Normat 1/2011 Erwan Brugallé 13

stabil skdrning, sa kan vi ta bort hypoteserna om lampliga ldgen fér kurvorna i
formuleringen av Bézouts sats.

Sats 3.3. Lat Cy och Cs vara tva tropiska kurvor av grad dy och dy. Summan av
multipliciteten for de stabila skdrningspunkterna dr lika med dids.

Vi upptécker hér i forbigaende en férvanande tropisk egenskap: en tropisk kurva
har ett vildefinierad® sjalvsnittspunkt! Det ricker att helt enkelt téinka sig en kurvas
stabila skdrningspunkt med sig sjalv. Efter vad som sagts hér inser vi att detta
sjilvsnitt &r koncentrerat i hérnen pa kurvan (se figur 10).

Figur 10: Sjalvsnitt i fyra punkter for en tropisk konisk kurva.

3.3 Ovningar

1. Bestim de stabila skdarningspunkterna for de tva tropiska kurvorna i évning
1 7 avsnitt 2, och bestdm ocksa skdrningspunkternas multiplicitet.

2. En dubbelpunkt pd en tropisk kurva dr en punkt ddir tva av kurvans kanter
skdar varandra. Visa att ett tropisk kdgelsnitt med en dubbelpunkt dr en union
av tva tropiska linjer. Det kan hjilpa att betrakta en linje som gar gemom
dubbelpunkten och ett annat av kurvans hérn.

3. Visa att en tropisk kurva av grad tre med tva dubbelpunkter dr en union av
en tropisk linje och ett tropisk kdgelsnitt. Visa att en tropisk kurva av grad
tre med tre dubbelpunkter dr en union av tre tropiska linjer.

4 Nagra ytterligare forklaringar

Lat oss stanna till hdr en stund i studiet av sjdlva den tropiska geometrin, och
begrunda orsakerna till dess starka band till den klassiska geometrin. Vart mal ar
i synnerhet att illustrera det faktum att tropisk geometri kan ses som ett gransvérde
av den klassiska geometrin. For att grovt sammanfatta denna del av texten, sa ar
tropisk geometri bilden av den klassiska geometrin avbildad med logaritmen med
bas oo.

51 klassisk algebraisk geometri ar endast antalet egenskirningspunkter definierat, inte dess lige
pa kurvan. En linje skir sig sjalv i en punkt, men det ar oklart var...
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4.1 Maslovs dekvantisering

Lat oss forst forklara varfor den tropiska halvkroppen naturligt uppstar som grans-
varde till den klassiska halvkroppen. Denna process, kallad dekvantisering av de
reella talen, studerades av Victor Maslov och hans medarbetare under 90-talet. En
valkind halvkropp dr (R4, 4, X), de positiva reella talen inklusive noll tillsammans
med klassisk addition och multiplikation. Om t &r ett tal strikt stérre &n noll, sa
bildar logaritmavbildningen med bas ¢t en bijektion mellan R, och T och denna bi-
jektion inducerar en halvkroppsstruktur pa T, dar operationerna ” +; ” och 7 x; 7,
ges av:

Tx 4 y” =log, (t* +tY) och Tz x;y” =log,(t°tY) =z + y.

Redan hér ser vi alltsa hur klassisk addition fungerar som en sorts exotisk mul-
tiplikation pa T. Légg mérke till att fran denna konstruktion foljer att alla halv-
kropparna (T,” +; ”,” x¢ ”) &r isomorfa med (Ry,+, x). Den triviala olikheten
max(z,y) < x+y < 2max(z,y) pd Ry tillsammans med tillvixten hos logaritm-
funktionen ger oss foljande begransningar:

YVt > 0, max(z,y) <7z x; y” < max(x,y) + log, 2.

Nér ¢ gar mot oéndligheten sa ndrmar sig log, 2 noll, och rékneséttet ” +;” ndrmar
sig da den tropiska additionen ” 4+ 7! Pa detta sitt uppstar alltsa den tropiska
halvkroppen naturligt som en degenererad version av den klassiska halvkroppen
(Ry,+, x). Alternativt kan man betrakta den klassiska halvkroppen (R, +, x)
som en deformation av den tropiska halvkroppen, didrav termen ”dekvantisering”.

4.2 Dekvantisering av en linje i planet

Lat oss tillimpa ett liknande resonemang pa linjen i R? definierad av ekvationen
x—y+1 (se figur 11a). Avbilda forst alla fyra kvadranter pa den positiva kvadranten
genom att ta absolutbelopp (se figur 11b). Bilden av logaritmen i bas t av denna
hopvikta kurva i (Rx)? liknar bilden i figur 11c. Att ta t-logaritmen innebér enligt
definition att forst ta den naturliga logaritmen och sedan skala med faktorn ﬁ
Nar ¢ okar, sa koncentrerar sig bilden av t-logaritmen av absolutbeloppet av var
linje till en omgivning av origo och de tre asymtotiska riktningarna (se figur 11c,d
och e). Och ndr man later ¢t gd mot odndligheten s& framtrader i figur 11f... en

tropisk kurval!

5 Patchwork

Figur 11 fran vdnster till hoger beskriver hur en klassisk kurva i planet 6vergar i
en tropisk linje. Faktum &r att hidndelseférloppet d4 man istéllet gar fran hoger
till vanster i figuren ovan dr dnnu intressantare! Det visar ndmligen hur man
konstruerar en klassisk linje fran en tropisk linje. Den teknik som kallas patchwork
ar en generalisering av denna observation. Den utgor en rent kombinatorisk metod
for att konstruera reella algebraiska kurvor utifran tropiska kurvor. Men innan vi
forklarar denna metod i detalj, sa vandrar vi lite bakat i tiden.
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Figur 11: Dekvantisering av en linje.

5.1 Hilberts 16e problem

En reell algebraisk kurva i planet ir en kurva i R? definierad av en ekvation pa
formen P(z,y) = 0 dir P(z,y) ar ett polynom med reella koefficienter. De reella
algebraiska kurvorna av grad ett och tva ar enkla och vélkidnda, de dr de sa kallade
kégelsnitten. Allt eftersom graden hos P(z,y) okar blir bilden som ges av ekva-
tionen P(z,y) = 0 mer och mer komplicerad. For att dvertyga sig om detta kan
man sldnga ett 6ga pa figur 12 dar vi avbildat nagra mojliga bilder givna av reella
algebraiska fjardegradskurvor.

En sats av Axel Harnack fran slutet av 1800-talet séger att en plan reell algebraisk
kurva av grad d bestar av hogst d(d — 1)/2 + 1 sammanhéingande komponenter.
Men hur kan dessa komponenter vara placerade i forhallande till varandra? Med
ett arrangemang till en plan reell algebraisk kurva menar man positionen hos dess
komponenter i planet relativt varandra. Med andra ord sd bryr man sig inte om
exakt var i planet kurvan befinner sig, utan enbart hur komponenterna forhéller sig
till varandra. Om en kurva till exempel har tva disjunkta komponenter, s& dr man
bara intresserad av huruvida den ena ar placerad inuti den andra (se figur 12a),
eller inte (se figur 12¢). Vid den andra internationella matematikerkongressen i
Paris ar 1900, presenterade David Hilbert sin berémda lista med 23 problem for
1900-talets matematiker, och den forsta delen i hans 16e problem kan tolkas i en
(mycket) utvidgad form pa foljande satt: For ett allmdant d, ange alla mdjliga
arrangemang for en reell algebraisk kurva av grad d.
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¢)
Figur 12: Nagra reella algebraiska kurvor av grad 4.

P& Hilberts tid var svaret kéant for kurvor av grad hogst fyra. Trots spektakuléra
framsteg rérande detta problem under 1900-talet, framst fran ryska matematiker,
Aterstar ett stort antal fragor obesvarade® &n idag...

5.2 Reella kurvor och tropiska kurvor

Det ar i allménhet ett svart problem att konstruera en reell algebraisk kurva av
given grad som uppfyller ett givet arrangemang. Under mer én ett sekels tid har
matematiker foreslagit talrika intrikata metoder for detta. Patchwork-metoden
som uppfanns av Oleg Viro pa sjuttiotalet dr en av de kraftfullaste. Vid denna
tidpunkt existerade dnnu inte den tropiska matematiken, och Viro presenterade
sina resultat i ett annat sprak &n vi gor hdr. Han insadg dock mot slutet av nittio-
talet att patchwork-metoden kunde tolkas som en kvantisering av tropiska kurvor.
Patchwork innebéar alltsa att ldsa figur 11 fran hoger till vanster istéllet for fran
véanster till hoger. Tack vare denna nya tolkning kunde Mikhalkin kort dérefter ge-
neralisera Viros ursprungliga metod. Vi ger hér en férenklad version av patchwork,
den intresserade l&saren kan hitta en mer komplett version i referenserna listade i
avsnitt 6.

Om a och b &r tva heltal sd betecknar vi med sq : R? — R? sammansittningen
av a speglingar med avseende pa z-axeln foljt av b speglingar med avseende pa

6Ett mer rimligt och naturligt problem bestar i att undersoka arrangemangen fér komponen-
terna hos reella icke-singuldra projektiva algebraiska kurvor. For detta mer precisa problem &r
svaret kdnt upp till grad sju. Detta dr en sats av Oleg Viro och patchwork-tekniken har en
fundamental roll i beviset.
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y-axeln. Vérdena pad a och b &r bara viktiga modulo 2, och vi liter spo vara
identitetsavbildningen medan sg ; dr speglingen med avseende pa z-axeln, sq o star
for speglingen med avseende pa y-axeln och slutligen far s; ; vara speglingen med
avseende pa origo.

Vi forklarar nu patchwork-proceduren i detalj. Lat C' vara en tropisk kurva av
grad d som endast har kanter med udda vikt och dér alla polygoner i den duala
uppdelningen &r trianglar. Man kan till exempel vélja den tropiska linjen i figur
13a. For varje kant e pad C véljer vi en heltalsvektor ve = (a, Be) parallell med
e dir . och (. ar relativt prima. I fallet med den tropiska linjen kan man ta
vektorerna (1,0), (0,1), och (1,1). Nu ténker vi oss att det plan R? dér var tro-
piska kurva lever i sjilva verket dr den positiva kvadranten (Rx)? i R%, och vi tar
unionen av var kurva med sina tre spegelbilder i forhallande till axlarna. I fallet
med den tropiska linjen, far vi da figur 13b. For varje kant e av var kurva, radera
tva av de fyra symmetriska kopiorna, sig €’ och €”, enligt de tva foljande reglerna:

I
b e - Sae)/gﬁ(e/,)

e for varje horn v pa C med nérliggande kanter e;, es och e3 och for varje par
(e1,e2) i {0,1}?, ska exakt en av de tre kopiorna s., ., (€e1), Sc,.e,(e2), och
Se, ¢, (€3) raderas.

Vi kallar resultatet en tropisk reell kurva. Om till exempel C' &r en tropisk linje,
sa ar det mojligt att radera sex speglade kanter genom att félja de tva reglerna for
att erhalla den reella tropiska linjen som visas i figur 13c. Aven om denna reella
tropiska kurva ar en rit linje, sa representerar den d&ndock samma arrangemang
som en klassisk linje i R? (se figur 13d)!

Detta forhaller sig inte sa av en slump, utan ar i sjidlva verket en sats.

Sats 5.1 (O. Viro). Varje tropisk kurva av grad d reliserar samma arrangemang
som en reell algebraisk kurva av samma grad.

Vilken skénhet och vilket djup detta pastaende innehaller! Faktum &r att en reell
tropisk kurva ar uppbyggd efter kombinatoriska spelregler, och det paminner starkt
om trolleri att den kan ha ett forhallande till en reell algebraisk kurva! Vi ska inte
gora det hir, men Viros sats tillater oss till och med att bestdmma ekvationen for
en reell algebraisk kurva som realiserar samma arrangemang som en given reell
tropisk kurva. Vi anvinder nu denna sats for att visa existensen av tva reella
algebraiska kurvor, en av grad tre och en av grad sex.

Betrakta forst den tropiska kurvan av grad tre som representeras i figur 14a.
For ett lampligt val av kanter att radera sa illustrerar figur 14b och 14c de tva
etapperna i patchwork-proceduren. Vi har ddrmed bevisat existensen av en reell
algebraisk kurva av grad tre som liknar bilden i figur 14d.

Lat oss till sist betrakta den tropiska kurvan av grad sex som representeras i figur
15a. Med ett lampligt val av kanter att radera sa ger patchwork-metoden kurvan
i figur 15c. En reell algebraisk kurva av grad sex antar samma arrangemang som
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c) d)
Figur 13: Patchwork for en linje.

denna reella tropiska kurva som ursprungligen konstruerades pa 60-talet av Gud-
kov, med betydligt mer komplicerade medel. Det kan foértjinas att ndmnas att
Hilbert ar 1900 pastod att en sadan kurva inte kunde existera.

5.3 Amadbor

Dekvantiseringen av en linje dr den idé som ligger bakom patchwork-metoden, men
det fulla beviset fér Viros sats ar lite for tekniskt for att har skrivas ut i sin helhet.
Vi néjer oss med att skissa konturerna.

Eftersom kroppen R inte &ar algebraiskt sluten, sa ska vi inte arbeta med reella
algebraiska kurvor, utan mer allmént med kompleza algebraiska kurvor, alltsa del-
méngder i (C*)? som definieras av en ekvation pa formen P(z,y) = 0 dir P(z,y)
ar ett polynom med komplexa koefficienter (som ju dven kan vara reella). For ett
reellt positivt tal ¢ si definierar vi avbildningen Log, pa (C*)? enligt féljande:

Log, (C*)? — R?
(Z,W) — (1Ogt|zl7logt |U)|) ’

Bilden A;(P) av en algebraisk kurva med ekvation P(z,y) = 0 under Log,-
avbildningen kallas kurvans amdba ¢ bas t. Foljande sats bildar en fundamental
laink mellan algebraisk geometri och tropisk geometri: varje tropisk kurva ar ett
griansviarde av amobor av komplexa algebraiska kurvor.

Sats 5.2 (G. Mikhalkin, H. Rullgard). Ldt Pw(z,y) = 73, ;a; 2"y’ ” vara ett
tropiskt polynom, och vdlj for varje koefficient a; ; som dr skilt frain —oo ett kom-
plext nollskilt tal oy ;. For alla t > 0, definierar vi det komplexa polynomet
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¢) d)
Figur 14: Patchwork fér en kubisk kurva.

Pi(x,y) = Zijamt’“i’fxiyj, Dd konvergerar amoban Ai(P;) mot den tropiska
kurvan definierad av Py (x,y) ndrt gar mot odndligheten.

Dekvantiseringen av linjen i avsnitt 4.2 ar ett specialfall av detta pastaende:
amoban i bas t for linjen med ekvation t°z — t% + t°1 = 0 konvergerar mot den
tropiska linjen definierad av "0x + Oy + 0”. Man kan hérleda Viros sats fran
féregdende, genom att bland annat ligga mérke till att om a; ; &r reella tal, s& ar
kurvorna som definieras av polynomen P;(x,y) reella algebraiska kurvor.

5.4 Ovningar

1. Konstruera en tropisk reell kurva av grad tva som realiserar samma arrange-
mang som en hyperbel i R%2. Gor samma sak med en parabel. Kan man
konstruera en reell tropisk kurva som har samma arrangemang som en el-
lips?

2. Visa med hjilp av patchwork att det finns en reell algebraisk kurva av grad
fyra som har samma arrangemang som i figur 12b. Man kan fd inspiration
fran konstruktionen som illustreras i figur 14.

3. Visa att for varje grad d sd finns en plan reell algebraisk kurva med d(d —
1)/2 + 1 sammanhdingande komponenter.
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Figur 15: Gudkovs kurva.

6 Referenser

Slutligen, for att inte drdnka ldsaren i en uppsjo av mer eller mindre atkomliga
referenser, sa hanvisar vi till inledande texter i tropisk geometri och dess tillimp-
ningar. For mer specialiserade hdnvisningar kan man vianda sig till de referenser
som citeras i texten. En varning hér: vissa forfattare i tropisk algebra foredrar att
anvinda sig av minimum istéllet for maximum!

Introduktionerna i tropisk geometri [BPS08] och [SS] vinder sig till ldsare med
en minimal matematisk bakgrund. Mer erfarna ldsare kan ocksa ldsa bockerna
[RGSTO05], IMS07] eller [Gat]. For professionella geometriker kan vi rekommendera
de toppmoderna texterna [Mik04] och [Mik06].
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For att fa veta mer om Hilberts 16e problem, patchwork, Maslovs dekvantisering
och amébor av algebraiska kurvor, hanvisar vi till texterna [Vir01], [Vir08], [IV96]
och [Mik04] samt till webbsidan [Vir].

For att avsluta var introduktion i tropisk geometri, vill vi poédngtera att denna
teori har effektiva tillimpningar inom ett antal olika omraden férutom Hilberts 16e
problem. Till exempel kan vi ndmna enumerativ geometri, kombinatorik, spegel-
symmetri och matematisk biologi.
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